
Best linear predictor

Motivation of using OLS

As it turns out, an extremely useful property of OLS is that, even if
the relationship between the x variables and the y variable is
nonlinear, OLS yields the best linear predictor (BLP) of y given x.

The sense of “best” is that the OLS prediction is the linear prediction
that minimizes the mean squared error.

This is a significant (though often overlooked) advantage of OLS over
nonlinear estimation methods.
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Best linear predictor

Consider the following estimation problem: choose f so that it
minimizes some function of the forecast error, y − f(x).

If the criterion is to minimize the mean squared error,

E
[
(y − f(x))2

]
,

then it turns out, the function f that minimizes the mean squared
error is simply the conditional expectation function (CEF), E[y|x].

(y − f(x))2 =
(
(y − E[y|x]) + (E[y|x]− f(x))

)2

= (y − E[y|x])2 + 2(y − E[y|x])(E[y|x]− f(x)) + (E[y|x]− f(x))2

Take expectations, it could easily be seen

MSE ≡ E
[
(y − f(x))2

]
= E

[
(y − E[y|x])2

]
+ E

[
(E[y|x]− f(x))2

]

≥ E
[
(y − E[y|x])2

]

Note: E[y|x] could be highly nonlinear.
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Best linear predictor

Therefore, the conditional expectation E[y|x] is the best predictor of
y (in the sense that it minimizes the mean squared error).

What is the best linear predictor of y based on x?

argmin
β̃

E
[
(y − x′β̃)2

]

The first order condition gives

E[x(y − x′β̃)] = 0,

so the solution for b is

β∗ ≡ E[xx′]−1E[xy]

β∗ is defined as the least squares projection coefficients, while
x′β∗ is defined as the least squares (or linear) projection of y on x.
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Best linear predictor

CEF and linear projection

1. Suppose the CEF is linear. Then the least squares projection is the
CEF.

Proof: Suppose E[y|x] = x′β̃ for some β̃. Note that
E[x(y − E[y|x])] = 0, substitute E[y|x] = x′β̃ to find that
β̃ = β∗ = E[xx′]−1E[xy].

Therefore, if it happens that CEF is linear, then the linear projection
is the best predictor.

2. The best linear approximation to E[y|x] is x′β∗.

Proof: This is the same as saying that β∗ minimizes

argmin
β̃

E
[
(E[y|x]− x′β̃)2

]
.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 5 / 57



Best linear predictor

To see why, write

(y − x′β̃)2 =
(
(y − E[y|x]) + (E[y|x]− x′β̃)

)2

= (y − E[y|x])2 + (E[y|x]− x′β̃)2

+ 2(y − E[y|x])(E[y|x]− x′β̃)

The first term does not involve β̃, and the last term has expectation
zero. The CEF-approximation problem, therefore has the same
solution as the best-linear-predictor problem, argminβ̃ E

[
(y − x′β̃)2

]
.

Therefore, in the prediction context, linear projection is the best linear
predictor while CEF is the best unrestricted predictor.

On the other hand, even if CEF is nonlinear, linear regression provides
the best linear approximation to it.
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第 7 章  异方差与 GLS 

7.1  异方差的后果 
 

“异方差”(heteroskedasticity)是违背球型扰动项假设的一种情

形，即Var( | )iH X 依赖于i，不是常数。 

 

在异方差的情况下： 

 

(1) OLS 估计量依然无偏、一致且渐近正态，因为在证明这些性

质时并未用到“同方差”的假定。 
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(2) OLS 估计量方差Var( | )b X 的表达式不再是 2 1( )V �cX X ，因为
2Var( | ) Vzε X I。因此，通常的t检验、F检验也失效了。 

 

(3) 高斯-马尔可夫定理不再成立，OLS 不再是 BLUE。在异方

差的情况下，GLS 才是 BLUE。 

 

为何 OLS 不再是 BLUE？ 
 
假设Var( | )iH X 是某解释变量 ix的增函数，参见图 7.1。 
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图 7.1  异方差的一种情形 

 
GLS 及其特例“加权最小二乘法”(Weighted Least Square，简记

WLS)，通过对不同数据包含信息量的不同进行加权以提高效率。 
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7.2  异方差的例子 

(1) 消费函数： 
i i iC YD E H � �  

 其中，C为消费，Y为收入。富人的消费计划较有弹性，而穷人

的消费多为必需品。富人的消费支出难测量，包含较多测量误差。 
 
(2) 企业的投资、销售收入与利润：大型企业的商业活动以亿元

计，而小型企业以万元计，扰动项规模不同。 

 

(3) 组间异方差：样本包含两组(类)数据，第一组为自我雇佣者

(企业主、个体户)的收入，第二组为打工族的收入，前者的收入波

动比后者大。 
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(4) 组平均数：如果数据为组平均数，则大组平均数的方差要比

小组平均数的方差小。比如，全国各省的人均 GDP，人口多的省

份其方差较小，方差与人口数成反比。 
 
(5) 时间序列数据中也可能出现条件异方差，比如第 22 章的

ARCH 模型。 

 

7.3  异方差的检验 
 

1．看残差图(residual plot) 
 

看“残差 ie与拟合值 ˆiy的散点图”(residual-versus- fitted plot)，或

“残差 ie与某个解释变量 ikx 的散点图”(residual-versus-predictor 
plot)。 



 

6 
 

 

-1
0

1
2

R
es

id
ua

ls

-2 0 2 4
Fitted values  

 

2．怀特检验(White test) 
 

在条件同方差下，稳健标准误还原为普通标准误，二者的差别
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可用来度量条件异方差。怀特检验正是基于这一思想。 
在同方差的原假设 2 2

0 : E( | )iH H V X 下，稳健协方差矩阵与普通

协方差矩阵之差收敛到一个零矩阵： 

 

2 2 2 2 2

1 1 1

1 1 1ˆ ( )
n n n

p
XX i i i i i i i i K K

i i i
s e s e s

n n n u
   

c c c�  �  � ��o¦ ¦ ¦ 0S S x x x x x x  

 
 实际操作上，进行辅助回归： 
 

OLS2
ie ���o常数 ic�\ J  

  
 并检验 iψ 中所有变量的系数γ均为 0。 
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 如果 2R 很低，意味着 2
ie 无法由解释变量及其平方项与交叉项来

解释，故倾向于接受同方差的原假设。可以证明： 

 
2 2 ( )dnR mF��o  

 

 如果 2nR 很大(超过临界值)，则拒绝原假设 0H 。 

 

 在大样本中， 2nR 与检验整个方程显著性的F统计量渐近等价。 

 

对 于 回 归 方 程 1 2 2i i K iK iy x xE E E H � � � �" ， 检 验 原 假 设

0 2: 0KH E E   " ，则F统计量： 
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2

2
/ ( 1) ~ ( 1, )

(1 ) / ( )
R KF F K n K
R n K

�
 � �

� �
 

 

在大样本下，F分布与 2F 分布等价(第 5 章附录，见下)，即 

 
2

2
2

( )( 1) ( 1)
(1 )

dn K RK F K
R

F�
�  ��o �

�
 

 

 在原假设成立的情况下，当nof时，( )n K n� o ， 2(1 ) 1R� o ，

故 2( 1)K F nR� o ，故F检验与 2nR 检验在大样本下等价。 

 

怀特检验的优点是，可以检验任何形式的异方差；缺点是，如

果 0H 被拒绝，并不提供有关异方差具体形式的信息。 
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A5.3  F分布与 2F 分布在大样本下是等价的 
 
命 题   假 设 ~ ( , )F F m n K� 分 布 ， 则 当 nof 时 ，

2 ( )dmF mF��o 。 
 

证明：因为 ~ ( , )F F m n K� ，故可设
2

2
( )

( ) ( )
m mF

n K n K
F

F
 

� �
。 

 
根 据 2F 分 布 的 性 质 ， 2E ( )n K n KFª º�  �¬ ¼ ， 而

2Var ( ) 2( )n K n KFª º�  �¬ ¼ 。 
 
故 F统计量分母的期望值为： 
 

2E ( ) ( ) 1n K n KFª º� �  ¬ ¼  
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F统计量分母的方差为： 
 

2Var ( ) ( )n K n KFª º� �  ¬ ¼ 2
2( ) 2 0
( )
n K

n Kn K
�

 o
��

 (当nof时) 

 
故分母依均方收敛于 1。 
 
因此，分母依概率收敛于 1，即 2 ( ) ( ) 1pn K n KF � � ��o 。 
 
所以， 2 ( )dF m mF��o 。 
 
故 2 ( )dmF mF��o 。 
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3．BP 检验(Breusch and Pagan, 1979) 
 

假设回归模型为 1 2 2i i K iK iy x xE E E H � � � �" ，检验以下原假设： 

 

        2 2
0 2: E( | , , )i KH x xH V "   

 

如果 0H 不成立，则条件方差 2
2E( | , , )i Kx xH " 是 2( , , )Kx x" 的函数，

称为“条件方差函数”(conditional variance function)。 

 

BP 检验假设此条件方差函数为线性函数： 
 

    2
1 2 2i i K iK ix x uH G G G � � � �"   
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原假设简化为 

 

0 2: 0KH G G   "        
 

由于 iH 不可观测，故使用 2
ie 进行辅助回归： 

 

      2
1 2 2i i K iK ie x x errorG G G � � � �"   

  

 使用 2nR 统计量： 

 

   2 2 ( 1)dnR KF��o �    
 

 BP 检验与怀特检验的区别在于，后者还包括平方项与交叉项。 
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 BP 检验的优点在于其建设性，可帮助确认异方差的具体形式。 

 

 
 7.4  异方差的处理 

 
1．使用“OLS + 稳健标准误” 

 

一种处理方法是，仍进行 OLS 回归，但使用稳健标准误。 

 

这是最简单，也是目前通用的方法。只要样本容量较大，即使

在异方差的情况下，若使用稳健标准误，则所有参数估计、假设

检验均可照常进行。 
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但还可能存在比 OLS 更有效的方法，比如 GLS。 
 

 

2．广义最小二乘法(GLS) 
 

假设 2 2Var( | ) ( ) nV V zε X V X I ，其中 ( )V X 为对称正定矩阵且已

知，可能依赖于X。 

 

GLS 的基本思想是，通过变量转换，使得转换后的模型满足球

型扰动项的假定。 
 
命题  对于对称正定矩阵 n nuV ，存在非退化矩阵 n nuC ，使得
1� c V C C。 
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在一维情况下，“V正定”即要求V为正数，故
1
V
也是正数，可

分解为
1 1

�
V V

；如果V为负数，则无法进行此分解。 

 

矩阵C不唯一，但不影响 GLS 的最终结果。 

 

将原回归模型  �y XE H两边同时左乘矩阵C： 
 

 �Cy CX CE H   
  

 定义变量转换： 
       , ,{ { {�� �y Cy X CX CH H   
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 可将模型写为  
��� �y = XE H  

  

 变换后的模型仍满足严格外生性： 

 

E( | ) E( | ) E( | ) E( | )    0�� X C CX C X C XH H H H  
  

 球型扰动项的假定也得到满足： 

 
2

2 1 1 2 1 2 1 1 2

Var( | ) E( | ) E( | ) E( | )

( ) ( ) ( ) n

V

V V V V� � � � �

c c c c c c    

c c c c c    

�� � �X X C C X C X C CVC

C V C C C C C CC C C I

H H H H H H H
  

 
故高斯-马尔可夫定理成立。 
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对变换后的模型使用 OLS 即得到 GLS 估计量： 

 
1

1
GLS

1 1 1

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

�
�

� � � �

c cª ºc c  
¬ ¼

c c c c c c  

� � � �

1

X X X y CX CX CX Cy

X C CX X C Cy X V X X V y

E
 

 

 虽然C不唯一，但 GLSÊ 唯一，因为 GLSÊ 不依赖于C。 

 

 由于高斯-马尔可夫定理成立，故 GLSÊ 是 BLUE，比 OLS 更有效。

但前提是必须知道协方差矩阵V。 

 



 

19 
 

3．加权最小二乘法(WLS) 
 

假设仅存在异方差，无自相关， ( )V X 为对角矩阵。 

 

方差小的数据提供的信息量大。WLS 根据信息量大小进行加权。 

 

假定 2 2E( | ) Var( | ) ( )i i i i ivH H V  x x X ，即 

     

1 1

2 21

0 1 0
1

,

0 0 1n n

v v
v v

v v

�

§ · § ·
¨ ¸ ¨ ¸
¨ ¸ ¨ ¸  
¨ ¸ ¨ ¸
¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

% %
V V   
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 由于 1� c V C C，可知 

 

1

2

1 0

1

0 1 n

v

v

v

§ ·
¨ ¸
¨ ¸c  ¨ ¸
¨ ¸
¨ ¸
© ¹

%
C C  

 
 

1 1 11

22 2 2

1 0

1

0 1 nn n n

v y vy
yv y v

yv y v

§ · § ·§ ·¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸{   ¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸© ¹© ¹ © ¹

�
#% #

y Cy   
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 故权重为1 iv (标准差的倒数)。对于第 i个观测值，回归方程为 

 

1 2
1 2

i i i iK i
K

i i i i i

y x x x
v v v v v

HE E E � � � �"    

 
  

新扰动项为 i ivH ，可将 WLS 视为最小化“加权的残差平方和”： 

 

� �
22

1 1
min SSR n n i

i ii i
i

ee v
v  

  ¦ ¦�E
  

 

 从这个角度来看，权重为1 iv ，Stata 也是这样约定的。 
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4．可行广义最小二乘法(Feasible GLS，简记 FGLS) 
 
必须先用样本数据估计 ( )V X ，然后才能使用 GLS，称为 FGLS

或“可行加权最小二乘法”(Feasible WLS，简记 FWLS)，即 
 

      1 1
FGLS

ˆ ˆ ˆ( )� � �c c 1X V X X V yE  
  

 其中，V̂是V的一致估计。 

 

 ( )V X 包含很多参数。实践中，常考虑只有异方差，或只有一阶

自相关的情形(参见第 8 章)。 

 

以 FWLS 为 例 。 在 作 BP 检 验 时 ， 通 过 辅 助 回 归
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2
1 2 2i i K iK ie x x errorG G G � � � �" 就可获得 2

iV 的估计值 2ˆiV 。 

 

为保证 2ˆiV 为正，假设辅助回归为指数函数的形式： 

 
2 2

1 2 2exp( )i i K iK ie x x vV G G G � � �"  
 

 其中， iv为乘积形式的扰动项。取对数后可得 
 

2 2
1 2 2ln (ln ) lni i K iK ie x x vV G G G � � � � �"  

 

 得到对 2ln ie 的预测值，记为 2ˆln iV ，进而得到拟合值
2ˆln2ˆ i

i e VV  ，然

后以 2ˆ1 iV 为权重进行 WLS 估计。 



 

25 
 

5．究竟使用“OLS + 稳健标准误”还是 FWLS 
 

理论上，GLS 是 BLUE，但 FGLS 既非线性估计，也不是无偏

估计，无资格参加 BLUE 的评选。 

 

根据方程(7.22)， 1 1
FGLS

ˆ ˆ ˆ( )� � �c c 1X V X X V yE ，而V̂是数据( , )y X 的

非线性函数，故 FGLSÊ 是 y的非线性函数，一般来说是有偏的。 

 

FWLS 的优点主要体现在大样本理论中。如果V̂是V的一致估

计，则 FWLS 一致，且在大样本下比 OLS 更有效。 

 

FWLS 的缺点是必须估计条件方差函数Var( | )i iH x ，而通常不知

道条件方差函数的具体形式。如果该函数的形式设定不正确，则
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根据 FWLS 计算的标准误可能失效，导致不正确的统计推断。 

 

使用“OLS + 稳健标准误”的好处是，对回归系数及标准误的

估计都一致，不需要知道条件方差函数的形式。Stata 操作十分简

单，只要在命令 reg之后加选择项“robust”即可。 

 

总之，“OLS + 稳健标准误”更为稳健，而 FWLS 更有效。必

须在稳健性与有效性之间做选择。 

 

由于“病情”通常难以诊断，故特效药也可能失效或起反作用。

如果对V的估计不准，则 FGLS 的性能可能还不如 OLS。Stock and 
Watson (2011)推荐，大多数情况下应使用“OLS + 稳健标准误”。 
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第 � 章  儫  䘹  ₴ 

8.1  儫䘹₴的后果 

如果存在i jz ，使得E( | ) 0i jH H zX ，即Var( | )ε X 的非主对角线元

㍐不全为 0，则存在“自相关”(autocorrelation)或“序列相关”(serial 
correlation)。 

 
在有自相关的情况下： 
 
(1) OLS 估计量依然无偏且一致，因为在证明这些性质时，并未

用到“无自相关”的假定； 
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(2) OLS 估计量依然ᴽ从渐近正态分布； 

 
(3) OLS 估计量方差Var( | )b X 的表达式不再是 2 1( )V �cX X ，因为

2Var( | ) Vzε X I，通常的 t 检验、F 检验也失效了； 
 
(4) 高斯-马尔可夫定理不再成立，OLS 不再是 BLUE。 
 
 
 
假设扰动项存在正自相关，即E( | ) 0i jH H !X ，参见图 8.1。 
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图 8.1  自相关的后果 
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8.2  儫䘹₴的例子 
 
(1) 时间序列的自相关：经济活动具有ᤱѵ性，比如，相䛫两年

的 GDP 增䮯率、通䍗㟘㛰率；意外һ件或新᭯ㆆ的效应需䙀↕释

᭮；最优资本存量需若ᒢ年投资才能达到(┎后的䈳整过程)。 
 
(2) ᡚ䶒数据的自相关：相䛫单ս间可能存在“ⓒ出效应”

(spillover effect or neighborhood effect)，称为“オ间自相关”(spatial 
autocorrelation)。比如，相䛫省份、国ᇦ间的经济活动相ӂ影响；

相䛫ൠ区的ߌӗ量受类լཙ≄影响；同一社区ᡯቻ价格相关。 
 
(3) 对数据的人为处理：数据中包含〫动平均数 (moving 

average)、ᨂ值或ᆓ㢲䈳整时。  
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(4) 设定误差(misspecification)：模型设定中䚇┿了某个自相关

的解释变量，被㓣入到扰动项中。 

 

8.3  儫䘹₴的检验 

 
1．⭱图 
 
可将 te 与 1te � ⭫成散点图。 
 
也可⭫残差的“自相关图”(correlogram)，显⽪各阶样本自相关

系数(命令 ac)或偏自相关系数(命令 pac)。此法虽ⴤ观，不严格。 
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2．BG 检验 

 

 对于 0 1 1t t K tK ty x xE E E H � � � �" ，假设存在一阶自相关，即

1t t tuH UH � � ，其中 tu 为ⲭಚ༠，并检验 0 : 0H U  。 

 
 由于可能存在高阶自相关，考虑 p 阶自回归： 
 

1 1t t p t p tuH U H U H� � � � �"     
 

 检验 0 1: 0pH U U   " 。由于{ }tH 不可观测，故用{ }te ᴯԓ，并

ᕅ入所有解释变量，考虑辅助回归： 
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OLS
1 1 1, , ), , , , , (t t tK t t p p ne x x e e t� � ����o  "" "    

 
 由于使用 t pe � ，ᦏ失 p 个样本值，故样本容量仅为( )n p� 。 
 
 使用 2nR 形式的 LM 统计量： 
 

2 2( ) ( )dn p R pF� ��o   
 

 如果 2( )n p R� 超过 2 ( )pF 的临界值，拒绝“无自相关”的原假设。

此检验被称为“Breusch-Godfrey 检验”，简称 BG 检验。 
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 Davidson and MacKinnon(1993)建䇞： 
 
 ᢺ残差向量e中因┎后而缺失的项，用其期望值E( )  0e 来ԓᴯ； 
 
 保ᤱ样本容量仍为 n，使用统计量：  
 

2 2 ( )dnR pF��o  
 
 Davidson-MacKinnon 方法为 Stata 的唈认设㖞。 
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3．Box-Pierce Q 检验 
 
残差的各阶样本自相关系数： 
 

 1

2
1

ˆ ( 1, 2, , )
n

t t jt j
j n

tt

e e
j p

e
U

� �

 

{  
¦
¦

"   

 
如果 0 1: 0pH U U   " 成立，则 ˆ 0p

jU ��o ， ˆ d
jnU ��o正态分布，

1, 2, ,j p " 。 
 
残差的各阶样本自相关系数平方和的 n 就是“Box-Pierce Q，ؽ

统计量”： 

 2 2
BP 1

ˆ ( )p d
jj

Q n pU F
 

{ ��o¦   
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经᭩进的“Ljung-Box Q 统计量”： 
 

 
2

2
LB 1

ˆ
( 2) ( )p j d

j
Q n n p

n j
U

F
 

{ � ��o
�¦   

 
 

这两种 Q 统计量在大样本下等价，但 Ljung-Box Q 统计量的小

样本性质更好，为 Stata 所䟷用。 
 
如何确定自相关阶数 p？如果 p ཚ小，可能ᘭ⮕高阶自相关的存

在；如果 p 较大，则 Q 统计量的小样本分布可能与 2 ( )pF 相差较䘌。 

 

Stata 唈认的 p 值为 min{floor( / 2) 2, 40}p n � ，其中floor( / 2)n 为

不超过 / 2n 的最大整数。  
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4．DW 检验 
 
“DW 检验”(Durbin and Watson, 1950)较ᰙ出现，已不常用。只

能检验一阶自相关，且要求解释变量满足严格外生性。 
 
DW 检验的统计量为 

  
2 2 2

1 1 12 2 2 2
2 2

1 1

12
12

1

( ) 2
DW

ˆ2 2 2(1 )

n n n n
t t t t t tt t t t
n n

t tt t
n

t tt
n

tt

e e e e e e
d

e e

e e

e
U

� � �    

  

� 

 

� � �
{ {  

| � { �

¦ ¦ ¦ ¦
¦ ¦

¦
¦

  

 
其中， 1Û 为残差的一阶自相关系数。 
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当 2d  时， 1ˆ 0U | ，无一阶自相关； 
 
当 0d  时， 1ˆ 1U | ，一阶正自相关； 
 
当 4d  时， 1ˆ 1U | � ，一阶负自相关。 
 
DW 统计量依赖于数据矩阵X，无法ࡦ表，须使用上䲀分布 Ud 与

下䲀分布 Ld ( L Ud d d� � )来ࡔ断。得到 Ud 与 Ld 的临界值后，仍存在

无结论区ฏ。 
 
DW 统计量本质就是残差的一阶自相关系数，不能指望ᆳ提供

ཚ多的信息。 
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8.4  儫䘹₴的⡅䍇 

 
1．使用ćOLS + ᔸᯯ差㠠ީ稳健的标准误Ĉ 
 
仍用 OLS 来估计回归系数，但使用“异方差自相关稳健的标准

误” (Heteroskedasticity and Autocorrelation Consistent Standard 
Error，简记 HAC)。 

 
此法称为“Newey-West 估计法”(Newey and West, 1987)，只᭩

变标准误的估计值，不᭩变回归系数的估计值。 
 
为ӰѸ第 5 章的“异方差稳健标准误”不䘲用于自相关的情形？

䰞仈出在假定 5.5，即 i i iH{g x 为䶵差分序列的假定。 
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命题  如果回归模型含有ᡚ䐍项，则假定 5.5 意味着扰动项 iH 无
自相关。 

 
证明：根据假定 5.5， ig为䶵差分序列，故 
 

 1 1 1 1E( | , , ) E( | , , ) 0i i i i iH� �  " "g g g x g g  
 
因为模型含有ᡚ䐍项，故向量 i i iH{g x 的第一个元㍐为 iH 。因此，

1 1E( | , , ) 0i iH �  "g g 。由于 1 1 1 1{ , , } { , , }i iH H� ��" "g g (前者是后者的ᆀ

䳶，故前者的信息ᆼ全包含于后者之中)，根据䘝ԓ期望定ᖻ可得 
 

> @
1 1

1 1

1 1 , , 1 1 1 1

, , 1 1

0

E( | , , ) E E( | , , ) , ,

E E( | , , ) 0
i

i

i i i i i

i i

H H H H H H

H
�

�

� � �

�

 

ª º ¬ ¼
  

"

"

" " "

"����	���


g g

g g

g g

g g   
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 因此， iH 均值⤜立于 1 1( , , )iH H� " ，故扰动项 iH 无自相关。 

  
 根据第 5 章，异方差稳健的协方差矩阵 1 1ˆ

XX XX
� �S S S 为ཀྵᗳ估计量，

其中
1

XX n
c{S X X， 2

1

1ˆ n
i i ii

e
n  

c{ ¦S x x 。 

 
 异方差自相关稳健的协方差矩阵也是ཀྵᗳ估计量，其形式为

1 1ˆ
XX XX
� �S Q S ，其中 

 

1 1

1ˆ ˆ 1 ( )
1

p n

t t j t t j t j t
j t j

j e e
n p � � �

  �

§ · c c � � �¨ ¸�© ¹
¦ ¦Q S x x x x     
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 p 为自相关的阶数，也称“ᡚ断参数”(truncation parameter)。
建䇞令 1/4p n 或 1/30.75p n ，再取整数。 
 
 考虑一元回归情形， 
 

0 1 , 1, ,i i iy x i nE E H � �  "     
 

 OLS 估计量为， 
 

> @1
1 1

1
2 2

1 1

1 1( )( ) ( ) ( ) ( )
ˆ

1 1( ) ( )

n n

i i i i i
i i

n n

i i
i i

x x y y x x x x
n n

x x x x
n n

E H H
E   

  

� � � � � �
  

� �

¦ ¦

¦ ¦
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其中，由于 0 1y xE E H � � ，故 1( )i i iy y x xE H H�  � � � 。因此， 
 
 

1 1
1 1

2 2

1 1

1 1( )( ) ( )
ˆ

1 1( ) ( )

n n

i i i i
i i

n n

i i
i i

x x x x
n n

x x x x
n n

H H H
E E   

  

� � �
�   

� �

¦ ¦

¦ ¦
  

 

其 中 ，
1 1 1

0

1 1 1( )( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i
i i i

x x x x x x
n n n

H H H H
   

 

� �  � � �¦ ¦ ¦
��	�


。 记

( )i i iv x x H{ � ，在大样本中， 1
1 1 2

1

ˆ

n

i
i

x

v
nE E
V
 � |
¦

，其中 2
xV 为 ix 的方差。
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故在大样本中， 

 
� �

1
1 22

1Var
ˆVar( )

n

i
i

x

v
n

E
V

 

§ ·
¨ ¸
© ¹ 
¦

  

 

考虑 2n  的最简单情形，则上式分ᆀ为， 
 
 

> @1 2 1 2 1 2
1

2 2 2 2
1 1 2

1 1 1Var Var ( ) Var( ) Var( ) 2Cov( , )
2 4

1 1 1 1(1 )
2 2 2 2

n

i
i

v v v v

v v v v v v v
n

fV U V V U V

 

§ · ª º �  � �¨ ¸ « »¬ ¼© ¹

 �  � {

¦

                           
其中， 2 Var( )v ivV { ， 1 1 2corr( , )v vU { 为一阶自相关系数，而
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2 1(1 )f U{ � 是؞正系数。 
 

如不存在自相关， 1=0U ， 2 1f  ，则 2

1

1 1Var
2

n

i v
i

v
n

V
 

§ ·
 ¨ ¸

© ¹
¦ ，得到通

常的方差ޜ式。 
 
如存在自相关， 1 0U z ，方差ޜ式有所不同。 
 

考虑样本容量为n的一般情况，则 2

1

1 1Var
n

i v n
i

v f
n n

V
 

§ ·
 ¨ ¸

© ¹
¦ ，其中

1

1
1 2

n

n j
j

n jf
n

U
�

 

�§ ·{ � ¨ ¸
© ¹

¦ 为对应于样本容量为n的؞正系数，而 jU 为 j

阶自相关系数；因此， 
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� �

2

1 22
ˆVar( ) v

n

x

f
n

VE
V

 �   

 

上式是普通方差ޜ式的 nf 。ؽ nf 包含未知的自相关系数 jU ，需

对其进行估计，比如 
 

1

1

ˆ ˆ1 2
n

n j
j

n jf
n

U
�

 

�§ ·{ � ¨ ¸
© ¹

¦  

 

其中， ˆ jU 为 j阶样本自相关系数。但ᖵ估计参数 1 1( , , )nU U �" ཚ

多，且䲿样本容量n增䮯，导致此估计量不一致。 
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反之，仅考虑前ࠐ阶自相关系数(比如，只考虑 1U )的估计量也

不一致，因为ᘭ⮕了高阶自相关。 
 
正确的做法是，包括足ཏ多阶数的自相关系数，并䇙此阶数 p䲿

着样本容量的增䮯而增䮯。 
 
一般建䇞取 1/4p n 或 1/30.75p n ，作为ᡚ断参数。 
 
实践中，建䇞使用不同的ᡚ断参数，考ሏ HAC 标准误是对

于ᡚ断参数的取值ᝏ。 
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2．使用ćOLS + 㚐㊱稳健的标准误Ĉ 
 

 如果样本观测值可以分为不同的“㚊类”(clusters)，在同一㚊

类䟼的观测值ӂ相相关，而不同㚊类之间的观测值不相关，这种

样本称为“㚊类样本”(cluster sample)。 
 
 Ǐ例ǐ在 Nerlove(1963)对㖾国⭥࣋企业的⹄ウ中，同一个ᐎ的

企业可能受到相同ᐎ᭯ㆆ的影响而自相关，但不同ᐎ之间的࣋⭥

 企业可能不相关。此时，“ᐎ”(state)被称为“㚊类变量”(cluster࣋⭥
variable)。 
 
 Ǐ例ǐ如果以全⨝同学为样本，则㚊类变量可能是ᇯ㠽或у业。 
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 如果将观测值᤹㚊类的归亪序ᧂ列，则扰动项的协方差矩阵

为“ඇ对角”(block diagonal)。 
 
 仍可用 OLS 来估计系数，但需使用“㚊类稳健的标准误”(cluster 
robust standard errors)。 
 
 假设样本容量为 N，包括 M 个㚊类，其中第 j 个㚊类包含 jM 个

个体。记第 j 个㚊类个体 i 的解释变量为 ijx ，残差为 ije ，然后定

义 1
jM

j ij iji
e

 
{ ¦u x ，则㚊类稳健的协方差矩阵可以写为 

 

� � � �� �1 1

1

1
1

M
j jj

N M
N K M

� �

 

� c c c
� � ¦X X u u X X
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其中，
1

1
N M
N K M

�
� �

为对自由度的䈳整。 

 
 㚊类稳健的标准误也是ཀྵᗳ估计量。在推导过程中并未假定同

方差，故也是异方差稳健的。 
 
 使用㚊类稳健标准误的前提是，㚊类中的个体数 jM 较ቁ，而㚊

类数很多(M of)；则㚊类稳健标准误是ⵏ实标准误的一致估计。 
 
 处理䶒ᶯ数据时，常使用㚊类稳健的标准误。 
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3．使用可行广义最小二乘法(FGLS) 
 

 俆先估计Var( | )ε X 。为߿ቁᖵ估参数，假设扰动项为 AR(1)： 
 

1 , 1,t t t tu uH UH U� � � 为ⲭಚ༠     
 

 记扰动项的 j 阶协方差 Cov( , | )j t t jU H H �{ X ，则 
 

0 1 1

1 0 2

1 2 0

...

...
Var( | )

...

n

n

n n

U U U
U U U

U U U

�

�

� �

§ ·
¨ ¸
¨ ¸ 
¨ ¸
¨ ¸
© ¹

# # #
XH      
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 容᱃证明，
2

2
0 2Var( )

1
u

t
VU V H
U

   
�

，其中 2 Var( )u tuV { 。 

  

2
1U UV ，故

2
1

2
0

U UV U
U V

  为一阶自相关系数； 2 2
2U U V ，…，

1 2
1

n
nU U V��  ，故 

 
1

2
2 2

1 2

1 ...
1 ...Var( | )

... 1

n

n

n n

U U
U U

V V

U U

�

�

� �

§ ·
¨ ¸
¨ ¸ {
¨ ¸
¨ ¸
© ¹

# # #
X VH     

 

 只要估计唯一的参数U，就可使用 FGLS。Stata 唈认的估计方
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法为使用 OLS 对残差进行辅助回归， 1ˆt t te e errorU � � 。也可通过

残差一阶自相关系数
12

2
1

ˆ
n

t tt
n

tt

e e

e
U � 

 

 ¦
¦

，或
DWˆ 1

2
U  � 来估计U。 

 
 并将 V的䘶矩阵分解为 1� c V C C。可以证明 
 

 

2

2

1 0 ... 0 0
1 ... 0 0

1
0 ... 0 0

1

0 0 ... 1

U
U

U
U

U

§ ·�
¨ ¸

�¨ ¸
¨ ¸ �¨ ¸�
¨ ¸
¨ ¸�© ¹

# # # #

C      
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 以
21 U� C左乘原模型，并定义

21 U{ ��y Cy，
21 U{ ��X CX，

21 U{ �� CH H，则变换后的扰动项 �H满足球型扰动项的假设，故高

斯-马尔可夫定理成立(此变换是 GLS 的特例)：  
 

2
2

1 1

22 2 1

1

1 0 ... 0 0
1

1 ... 0 0
1 0 ... 0 0

0 0 ... 1
n n n

y y
y y y

y y y

U
U

U
UU U

U
U �

§ ·� § ·§ ·¨ ¸ �
¨ ¸� ¨ ¸¨ ¸ �¨ ¸¨ ¸¨ ¸ �   � ¨ ¸¨ ¸¨ ¸
¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸�© ¹ © ¹¨ ¸�© ¹

�
# #

# # # #

y Cy   
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2

11 1

21 22

1

1 0 ... 0 0 ...
1 ... 0 0 ...

1 0 ... 0 0

...
0 0 ... 1

K

K

n nK

x x
x x

x x

U
U

U U

U

§ ·�
§ ·¨ ¸

� ¨ ¸¨ ¸
¨ ¸¨ ¸ �  � ¨ ¸¨ ¸
¨ ¸¨ ¸
© ¹¨ ¸�© ¹

X CX�
# #

# # # #

  

 
 

                                     

2 2
11 1

21 11 2 1

1 1,1 1,

1 ... 1
...

...

K

K K

n n nK n K

x x
x x x x

x x x x

U U
U U

U U� �

§ ·� �
¨ ¸

� �¨ ¸ ¨ ¸
¨ ¸
¨ ¸� �© ¹

# #
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2
2

1 1

22 2 1

1

1 0 ... 0 0
1

1 ... 0 0
1 0 ... 0 0

 
0 0 ... 1

n n n

U H U H
U H H UHU U

H H UH
U �

§ ·� § ·§ ·¨ ¸ �
¨ ¸� ¨ ¸¨ ¸ �¨ ¸¨ ¸¨ ¸ �   � ¨ ¸¨ ¸¨ ¸
¨ ¸¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸�© ¹ © ¹¨ ¸�© ¹

�
# #

# # # #

ε CH  

 
写出⇿个观测值(个体)的回归方程： 
 

2 2 2 2
1 1 2 12 1 1

2 1 1 2 22 12 2 1 2

1 1 2 2 1, 2 1,

1 1 1 1
(1 ) ( ) ( )

(1 ) ( ) ( )

K K

K K K

n n n n K nK n K n

y x x
y y x x x x

y y x x x x

U U E U E U E H
U U E E U E U H

U U E E U E U H� � �

�  � � � � � � �

�  � � � � � � �

�  � � � � � � �

�"
�"

""""
�"
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第一个方程的形式与其Ԇ方程不同。用 OLS 估计变换后的模型，

即为“Prais-Winsten 估计法”(简记 PW)。 
 
为计算方ׯ，将第一个方程ࡐ৫，称为“Cochrane-Orcutt 估计

法”(简记 CO)。该法有更简⌱的推导过程。原模型为， 
 

 1 2 2t t K tK ty x xE E E H � � � �"   
 

将上式┎后一期，然后方程两边同时乘以U得 
 

1 1 2 1, 2 1, 1t t K t K ty x xU UE UE UE UH� � � � � � � �"   
 

将两方程相߿可得： 
 

1 1 2 2 1, 2 1, 1(1 ) ( ) ( )t t t t K tK t K t ty y x x x xU U E E U E U H UH� � � ��  � � � � � � � �"
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  新扰动项 1t t tuH UH ��  满足球型扰动项的ਔި假定。 
 
此法也称“准差分法”(quasi differences)。 
 
在操作中，常使用䘝ԓ法，俆先用 OLS 估计原模型，作辅助回

归得到 (1)Û (对U的第一䖞估计)，再用 (1)Û 进行 FGLS 估计，使用新

的残差估计 (2)Û (对U的第二䖞估计)，再用 (2)Û 进行 FGLS 估

计，ĂĂ，ⴤ㠣收敛。 
 

 使用 FGLS 处理自相关，如果对自相关系数的估计较准确，且

满足严格外生性的假定，则 FGLS 比 OLS 更有效率。 
 
 如果不满足严格外生性，而仅满足前定解释变量的假定，则
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FGLS 可能不一致，ቭ㇑ OLS 依然一致。 
 
 使用准差分法时，变换后的新扰动项为 1( )t tH UH �� ，而新解释变

量为 1,( )tk t kx xU �� ，二者可能存在相关性，导致不一致估计。 
 
 总之，FGLS 不如 OLS 稳健。 

 
 ශ䇴ᇐ⁗᭯ؤ．4

  
 自相关的␡ቲ原因可能是模型设定有误，比如，䚇┿了自相关

的解释变量；或将动态模型(解释变量中包含被解释变量的┎后值)
误设为䶉态模型，而后者也可视为䚇┿了解释变量。 
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 假设ⵏ实模型为 
1t t t ty yU H� c � �x E  

 
 由于 ty 是 1ty � 的函数，故^ `ty 存在自相关。假设这个模型被䭉误

ൠ估计成 
> @1

t

t t t t

v

y yU H�

 

c � ���	�
x E
 

 
 1tyU � 被㓣入到扰动项 tv 中，导致扰动项^ `tv 自相关。 
 
 时间序列的自相关，有时可通过ᕅ入被解释变量的┎后值来消

䲔。由于模型设定误差而导致的自相关，最好᭩进模型。 
 


