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第 1 章  绪 论 

1.1  什么是计量经济学 
 

“计量经济学”(Econometrics)是运用概率统计方法对经济变量

之间的(因果)关系进行定量分析的科学。 
 
计量经济学常不足以确定经济变量间的因果关系(由于实验数

据的缺乏)； 
 
多数实证分析正是要确定变量间的因果关系(X是否导致 Y)，而

非仅仅是相关关系。 
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【例】看到街上人们带伞，可预测今天要下雨。这是相关关系；

“人们带伞”并不造成“下雨”。 
 
计量分析须建立在经济理论基础上。但即使有理论，因果关系

依然不好分辨。 
 
首先，可能存在“逆向因果”(reverse causality)。 
 
【例】FDI 促进经济增长，但 FDI 也可能被吸引到高增长地区。 
 
其次，可能是被遗漏的第三个变量(Z)对这两个变量(X，Y)同时

起作用。 
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图 1.1  可能的因果关系 

 
例：决定教育投资回报率(returns to schooling)的因素 
 

   ln i i iW SD E H � �       
 

其中， lnW (工资对数)为“被解释变量”(dependent variable)，
S (教育年限)为“解释变量”(explanatory variable, regressor)，H
为“随机扰动项”(stochastic disturbance)或“误差项”(error term)；
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下标 i表示第 i个观测值(个体 i)；D 与 E 为待估参数。 
 
用数据估计此一元回归会发现，工资与受教育年限显著正相关，

而且教育投资回报率 E 还挺高。 
 
但工资收入也与能力有关；能力无法观测，而能力高的人通常

选择接受更多教育。教育的高回报率包含了对能力的回报。 
 
影响工资收入的因素还可能包括工作经验、毕业学校、人种、

性别、外貌等。 
 
须尽可能多地引入“控制变量”(control variables)，即多元回归

的方法，才能准确估计“感兴趣的参数”(parameters of interest)，
即本例的教育投资回报率 E 。 
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现实中总有某些相关变量无法观测，即“遗漏变量”(omitted 
variables)，都被纳入随机扰动项 iH 中。 
 
如果真实模型为 
 

         
2ln i i i iW S SD E J H � � �   

 
则

2
iSJ 被纳入到扰动项中了(可视为遗漏变量)。 

 
如果变量测量得不准确，则测量误差也被放入扰动项中了。 
 
扰动项就像是“垃圾桶”，所有不想要、无法把握的东西都往里

面扔。但又希望扰动项有很好的性质，常导致自相矛盾。 
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“The devil is in the details.”  �  “The devil is in the error term.” 
 
计量经济学的很多玄妙之处就在于扰动项。 

 

1.2  经济数据的特点与类型 
 
经济学通常无法像自然科学那样做“控制实验”(controlled 
experiment)，故经济数据一般不是“实验数据”(experimental 
data)，而是自然发生的“观测数据”(observational data)。 
 
由于个人行为的随机性，经济变量原则上都是随机变量。  
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本科教学中，有时假设解释变量是非随机的、固定的(fixed 

regressors)。 
 
这只是教学法上的权宜之计。如果解释变量为非随机，则无法

考虑其与扰动项的相关性。 
 
在本研究生课程中，所有变量都是随机的 (即使非随机的常数，

也可视为退化的随机变量)。 
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经济数据按照其性质，可大致分成三种类型： 
 
z 横截面数据(cross-sectional data，简称截面数据)：多个经济个

体的变量在同一时点上的取值。比如，2012 年中国各省的

GDP。 
 
z 时间序列数据(time series data)：某个经济个体的变量在不同

时点上的取值。比如，在 1978—2012 年山东省每年的 GDP。 
 
z 面板数据(panel data)：多个经济个体的变量在不同时点上的

取值。比如，在 1978—2012 年中国各省每年的 GDP。 
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第 � 章  ⭐㝸㙭 0-4 

3.1  ⌥₹一⽨☟⺓㥢型的ᾈ⫛ 
 
“ᴰሿ二҈法”(Ordinary Least Square，OLS)是অ一方程㓯性回

归模型的基本估计方法。“ਔި㓯性回归模型”(Classical Linear 
Regression Model)的假定如下。 

 
假定 3.1  㓯性假定(linearity)。总体(population)模型为 
 

1 1 2 2 ( 1, , )i i i K iK iy x x x i nE E E H � � � �  " "    
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 n 为样本ᇩ量，解释变量 ikx 的第一个下标表示第i个观测值，第

二个下标则表示第 k 个解释变量( 1, , )k K " 。 
 
 如有常数项，Ԕ第一个解释变量为অս向量，即 1 1,ix i{ � 。 
 
 1 2, , , KE E E" 为待估参数，称为“回归系数” (regression 
coefficients)。 
 

 㓯性假设的含ѹ是 ikx 对 iy 的䗩䱵᭸应为常数，比如 1
1

E( )i

i

y
x

Ew
 

w
。 

 
 如果䗩䱵᭸应可变，可࣐入ᒣ方项( 2

ikx )或Ӕ৹ӂ动项( ik imx x )。 
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 比如， 1 1i i K iK ik im iy x x x xE E J H � � � �"  
 

 则 ikx 对 iy 的ᒣ൷䗩䱵᭸应为
E( )i

k m
ik

y x
x

E Jw
 �

w
。 

 
 只要把高次项也作为解释变量ᶕ看待，则依然┑足㓯性假定。 

 
 
总体模型也称“数据生成䗷程”(Data Generating Process，DGP)。

  
䇠第 i 个观测数据为 1 2( )i i i iKx x x c{ "x ， 1 2( )KE E E c{ "E ，则 
 
 

       ( 1, , )i i iy i nHc �  "x E   
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 把所有个体的方程ਐ放可得 
 
 

          

1 1 1

2 2 2

n n n

y
y

y

H
H

H

c§ · § · § ·
¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸c¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸ �
¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸
¨ ¸ ¨ ¸ ¨ ¸c© ¹ © ¹ © ¹

# # #

x
x

x

E      

 
  
定ѹ 1 2( )ny y y c{ "y ，数据⸙䱥 1 2( )n c{ "X x x x ， 1 2( )nH H H c{ε " ，

则 
 

   �y XE H  
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

For example, the model
y = Ax

�e✏ (7)

meets the linearity assumption because taking the log of both sides
reveals

ln(y) = ↵+ �ln(x) + ✏ (8)

The most important implication of the linearity assumption is that the
marginal e↵ects (the � parameters) are constant and do not depend
on the x variables.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 10 / 67
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

Linearity: examples

Let’s look at some examples.

Consider the simple consumption function

CONi = �1 + �2Y Di + ✏i (9)

where CON is consumption and Y D is disposable income. The unit
of observation i can be an individual household, or it can be an
economywide aggregate for a certain year.

In this case, the error term represents other variables besides Y D that
influence consumption (for instance, financial assets or the “mood” of
the consumer).

The parameter �2 is the marginal propensity to consume out of
disposable income, and it should be between zero and one.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 11 / 67

iPad

iPad

iPad

iPad



The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

Linearity: examples

When the equation has only one nonconstant regressor, we call it the
simple regression model.

It can be written in matrix form y = X� + ✏, where

y =

2

664

CON1

CON2

. . .

CONN

3

775 ,X =

2

664

x0
1

x0
2

. . .

x0
n

3

775 =

2

664

1 Y D1

1 Y D2

. . . . . .

1 Y Dn

3

775 ,� =


�1

�2

�
, ✏ =

2

664

✏1

✏2

. . .

✏n

3

775

(10)
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

Linearity: examples

As a second example, consider a simplified version of the wage
equation routinely estimated in labor economics

ln(WAGEi) = �1 + �2Si + �3TENUREi + �4EXPRi + ✏i, (11)

where WAGE is the individual’s wage rate, S is education in years,
TENURE is years in the current job, and EXPR is experience in
the labor market.

This equation is said to be in semi-log form because only the
dependent variable is in logs.

This is derived from the following nonlinear relationship between the
level of the wage rate and the regressors:

WAGEi = exp(�1)exp(�2Si)exp(�3TENUREi)exp(�4EXPRi)exp(✏i)
(12)

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 13 / 67

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad



The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

The coe�cients have the interpretation of percentage changes.

For instance, if � = 0.05, an additional year of schooling raises wages
by 5%.

This is because ex ⇡ 1 + x when x is close to 0, so
WAGEnew/WAGE = e�2 ⇡ 1 + �2.
Sometimes when �2 is large, it is preferred to report the exact change
in percentage, e�2 � 1.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 14 / 67
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

Linearity: examples

Certain other forms of nonlinearities can also be accommodated.

For instance, suppose that the marginal e↵ect of education on wages
declines as the level of education gets higher.

This can be captured by including S
2 as an additional independent

variable in the wage equation.

Then the marginal e↵ect of education on wages is

@ln(WAGE)

@S
= �2 + 2�5S (13)

If �5 is negative, then the marginal e↵ect of education declines as S
increases.
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

Linearity: examples

Another common specification is the loglinear or constant elasticity
model:

ln(y) = �1 + �2ln(x2) + �3ln(x3) + · · ·+ �K ln(xK) + ✏ (14)

It is called the “constant elasticity” model because the elasticity of y
with respect to changes in x is

@ln(y)

@ln(xk)
= �k (15)

which is constant and does not depend on xk.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 16 / 67
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The Classical Linear Regression Assumptions 1. Linearity

The point is that the linear framework is much more flexible than it
might first appear.

Flexible though this framework may be, there are still cases of genuine
nonlinearity that this model cannot accommodate.

For instance, in the wage equation, if the error term entered
additively, the model could not be linearized:

WAGEi = exp(�1)exp(�2Si)exp(�3TENUREi)exp(�4EXPRi) + ✏i

(21)

Another example:

y = ↵+
1

�1 + �2x
+ ✏ (22)
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假定 3.2  ѕṬ外生性(strict exogeneity) 
 

1E( | ) E( | , , ) 0 ( 1, , )i i n i nH H   " "X x x    
 

iH ൷值⤜立于所有解释变量的观测数据，而不仅仅是同一观测

数据 ix中的解释变量。 
 

iH 与所有解释变量都不相关，即Cov( , ) 0, ,i jkx j kH  � 。此假定很

强，在第 5 ㄐ可放ᶮ。 
 
൷值⤜立仅要≲E( | )i cH  X ，c 为某常数，不一定为 0。 
 
ᖃ回归方程有常数项时，如果E( | ) 0i cH  zX ，总可以把 c 归入

常数项要≲。 
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命题  E( ) 0iH  ，即扰动项的无ᶑ件ᵏ望为 0。 
 
证明：ṩ据䘝ԓᵏ望定ᖻ，

0

E( ) E E( | ) E (0) 0i iH H
 

   ��	�
X XX 。 

 
定义  如果随机变量 X, Y ┑足E( ) 0XY  ，则称 X, Y 正交

(orthogonal)。 
 
 
命题  解释变量与扰动项正Ӕ。 
 
证明： N

0

0 Cov( , ) E( ) E( )E( ) E( )jk i jk i jk i jk ix x x xH H H H
 

  �  。   
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假定 3.3  不存在“ѕṬ多䟽ޡ㓯性”(strict multicolinearity)，
即数据⸙䱥X┑列〙，rank( ) K X ，其中“rank”表示⸙䱥的〙。 

 
如果不┑足此ᶑ件，则E“不可䇶别”(unidentified)，因为X中

某个或多个变量为多։。 
 
ṩ据 OLS 估计， 1( )�c c b X X X y。 
 
如X┑列〙， cX X正定，故 1( )�cX X 存在；৽之， 1( )�cX X 不存在。 
 
实䱵数据不᱃出现ѕṬ多䟽ޡ㓯性。 
 
如果出现，Stata 也会自动䇶别。 
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假定 3.4  ⨳型扰动项(spherical disturbance)，即扰动项┑足“同

方差”、“无自相关”的性质， 
 

2

2

2

0
Var( | ) E( | )

0
n'

V
V

V

§ ·
¨ ¸

   ¨ ¸
¨ ¸
© ¹

%X X IH HH     

 nI 为 n 䱦অս⸙䱥。 
  
 ॿ方差⸙䱥Var( | )XH 的ѫ对䀂㓯元素都等于 2V ，即┑足“ᶑ件

同方差”(conditional homoskedasticity)；৽之，则存在“ᶑ件ᔲ方

差”(conditional heteroskedasticity)。 
  
 ॿ方差⸙䱥Var( | )XH 的非ѫ对䀂㓯元素都为0，不同个体的扰动

项之间无“自相关”(autocorrelation)；৽之，则存在自相关。  
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3.2  OLS 的Ḥ数㋩⬽ 

对于E 的ԫ᜿假想值 �E ，䇠个体i的ᤏਸ误差(即↻差，residual)
为 i i ie y c � �x E。 

 
ሶ所有个体的↻差ਐ放，可得↻差向量 1 2( )ne e e c{  � �"e y XE。 
 
ᴰሿ二҈法ራ᢮能使↻差ᒣ方઼(Sum of Squared Residuals，

SSR) 2
1

n
ii

e
 ¦ ᴰሿ的 �E。 

 
 ；օ上，一元回归就是ራ᢮ᴰ֣ᤏਸ的回归ⴤ㓯ࠐ
二元回归就是ራ᢮ᴰ֣ᤏਸ的回归ᒣ面； 
多元回归，则ራ᢮ᴰ֣ᤏਸ的回归䎵ᒣ面(superplane)。 
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 ᴰሿ化䰞仈： 
 
  min SSR( )  

�
�

E
E 2

1

n
ii

e
 

c ¦ e e          (ᒣ方઼߉成向量޵〟) 

( ) ( )c � �� �y X y XE E      (↻差向量的表䗮ᔿ)  
( )( )c c c � �� �y X y XE E         (⸙䱥䖜㖞性质) 
c c c c c c � � �� � � �y y y X X y X XE E E E    (҈〟ኅᔰ)  

2c c c c � �� � �y y y X X XE E E          (ਸ并同类项)  
 
 ( )cc c c � �y X X yE E (对称⸙䱥)，为1 1u 常数，故相等，可ਸ为2 c �y XE。 
 
 ⴞ标࠭数SSR( )�E 是 �E的二次࠭数(二次型)。 
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图 3.1  参数的假想值 �E、真实值E与 OLS 估计值 b 
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向量ᗞ分的㿴则： 
 
䇠 1 2( )Ka a a c "a ，则

1

K
i ii

a E
 

c  ¦� �a E 。 
 

1 2
1 2

( ) ( ) )( (( ) )
K

K

a a a
E E E

c§ ·c c c cw w w w
{  ¨ ¸w w w w© ¹

c  
� � � �

"� � "� �
a a a a

a
E E E E
E

   

 
 类լ于对一次࠭数≲导。假设A为 K 䱦对称⸙䱥，可证： 
 

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2
KE E E

c§ ·c c c cw w w w
{  ¨ ¸w w w w© ¹

� � � � � � � � �"� � � �
A A A A

A
E E E E E E E E E
E

    

 
 类լ于对二次࠭数≲导。 
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 使用向量ᗞ分㿴则，可得ᴰሿ化的一䱦ᶑ件： 
 

     (SSR) 2 2 0w c c � �  
w

�
� X y X XE
E

  

 
 ᴰሿ二҈估计量b┑足： 
 

1 1( )K K K K n nu u u uc c X X b X y   (正㿴方程㓴，K 个方程，K 个ᵚ⸕数) 
 

( )c c�  0X y X X b          (〫项) 
 

( )
 

c �  0��	�

e

X y Xb            (向ᐖᨀ取ޡ同的⸙䱥因ᆀ cX ) 

  
 因此， c  0X e ，其中↻差向量 { �e y Xb。 
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 ↻差向量e与解释变量X正Ӕ，是 OLS 的一大⢩ᖱ。 
 
 ≲解可得 OLS 估计量： 
 

 1( )�c c{b X X X y  
 
二䱦ᶑ件要≲唁䎋⸙䱥(Hessian) 
 

2 2

2
112

2 2

2
1

SSR SSR
SSR

(SSR) 2

SSR SSR

K

K K

E EE

E E E

§ ·w w
§ ·w ¨ ¸w www¨ ¸ ¨ ¸ww © ¹ ¨ ¸ c{ {  

c cw w w ¨ ¸
w w¨ ¸

¨ ¸w w w© ¹

β
β β β

" � ��
�

" " "� � �

"� � �

X X  为正定⸙䱥 
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 因为X┑列〙，故 cX X正定。 
 
被解释变量的“ᤏਸ值”(fitted values)或“预测值”(predicted 

values)： 
 

          1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( )ny y y c{ {"y Xb    
 

可把被解释变量 y分解为两个正Ӕ的䜘分，即 ˆ �y y e，而 ŷ与e
正Ӕ，因为 

ˆ ( )c c c c c   �  0 0y e Xb e b X e b  
 
对于扰动项方差 2 Var( )iV H 的估计： 
 

2 2
1

1 n
ii

s e
n K  

{
� ¦     
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iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad

iPad
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 其中，(n-K)为自由ᓖ。为ӰѸ䲔以(n-K)而不䲔以 n˛ 
 
 随机变量^ `1 2, , , ne e e" ᗵ须┑足 K 个正㿴方程 c  0X e ，故只有其

中(n-K)个 ie 是相ӂ⤜立˄自由˅的。 
 
 经䗷校正ਾ，才是无ٿ估计， 2 2E( )s V 。 
 

 如果样本ᇩ量 n 很大(n of)，则 1n K
n
�

o ，是否进行“ሿ样本

校正”并⋑有多ቁ差别。 
 
 称 2s s 为“回归方程的标准误差” (standard error of the 
regression)，简称“回归方程的标准误”。 
 
 称某统计量的标准差为䈕统计量的“标准误”(standard error)。  
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3.3  OLS 的℡ẖ夤愋 
 
ŷ是 y向䎵ᒣ面X的投影(projection)，因为e与X正Ӕ。 
 

 
图 3.2  ᴰሿ二҈法的正Ӕ性 
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由于 1ˆ ( )�

 

c c{  {��	�

b

y Xb X X X X y Py，故 1( )�c{ cX X XP X 称为“投影

⸙䱥”(projection matrix)。 
 
用Pᐖ҈ԫօ向量，就得到䈕向量在䎵ᒣ面X上的投影。 
 
 
由于 ˆ ( )n �  �  � {e y y y Py I P y My，故 n{ �M I P称为“⎸⚝

⸙䱥”(annihilator matrix)。 
 
用⎸⚝⸙䱥Mᐖ҈ԫօ向量，就得到䈕向量对䎵ᒣ面X投影ਾ

的↻差向量。 
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⸙䱥P与M的性质(参㿱Ґ仈)： 
 

(i)  PX X；  (自ᐡ的投影还是自ᐡ) 
 
(ii)  0Pe ；   (඲ⴤ于X的向量e投影于X则退化为一个点) 
 
(iii)  0MX ；  (自ᐡ对自ᐡ投影，其↻差为 0) 
 
(iv)P与M都是对称䱥； 
 
(v) 2  P P；  (޽次投影的᭸果等于一次投影) 
 
(vi) 2  M M。 (޽次⎸⚝的᭸果等于一次⎸⚝) 
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把↻差߉成ε的࠭数： 
 

N( )
 

  �  �  
0

e My M X MX M ME H E H H      

 把↻差ᒣ方઼߉为ε的࠭数： 
 

2SSR ( )c cc c c c     e e M M M M M MH H H H H H H H   
 

3.4  ㈠ ⍉ ṙ ⷧ 
 

如果回归方程有常数项，则 2
1
( )n

ii
y y

 
�¦ 可分解为： 

 
2 2 2

1 1 1
ˆ( ) ( )n n n

i i ii i i
y y y y e

   
�  � �¦ ¦ ¦      
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 其中，
1

1 n
ii

y y
n  

{ ¦ 为样本൷值。 

 
 被解释变量 iy 的⿫差ᒣ方઼可分为两䜘分，即可由模型解释的

䜘分 2
1

ˆ( )n
ii

y y
 

�¦ ，与无法由模型解释的↻差䜘分 2
1

n
ii

e
 ¦ 。 

 
 ᒣ方઼分解ޜᔿ能成立正是由于 OLS 的正Ӕ性(参㿱Ґ仈)。 
 
 
定义 “拟合优度”(goodness of fit) 2R 为 
 

2 2
2 1 1

2 2
1 1

ˆ( )
0 1 1

( ) ( )

n n
i ii i

n n
i ii i

y y e
R

y y y y
  

  

�
d {  � d

� �

¦ ¦
¦ ¦
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ᤏਸՈᓖ 2R 也称“可决系数”(coefficient of determination)。 
 
可以证᰾(参㿱Ґ仈)，在有常数项的ᛵߥ下，ᤏਸՈᓖ等于被解

释变量 iy 与ᤏਸ值 ˆiy 之间相关系数的ᒣ方，即 2 2ˆ[Corr( , )]i iR y y 。 
 

2R 䎺高，ᤏਸ程ᓖ䎺好。 
 
缺点：如果增࣐解释变量， 2R 只增不߿，因为㠣ቁ可䇙ᯠ增解

释变量的系数为 0 而؍ᤱ 2R 不变。 
 
通䗷䈳ᮤ自由ᓖ，对解释变量䗷多(模型不ཏ简⌱)进行᜙㖊。 
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定义  校正拟合优度 (adjusted 2R ) 2R 为 
 

   
2

2 1
2

1

( )
1

( ) ( 1)

n
ii

n
ii

e n K
R

y y n
 

 

�
 �

� �

¦
¦

 

 
缺点： 2R 可能为䍏。 
 
无论 2R 还是 2R ，只৽᱐ᤏਸ程ᓖ好ൿ，䲔此无ཚ多᜿ѹ。 
 
䇴估回归方程是否显著，应使用 F Ự验( 2R 与 F 统计量有㚄系)。 
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如果回归模型无常数项，则ᒣ方઼分解ޜᔿ不成立。ӽ可ሶ
2

1

n
ii

y
 ¦ 分解为： 

  

N
2 2 2

1 1 1
0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) 2n n n
i i ii i i

y y e
   

 

c c c c c  � �  � �  �¦ ¦ ¦y y y e y e y y y e e e  

 
 定ѹ“非中ᗳ 2R ”(Uncentered 2R )： 
 

2 ˆ ˆ
1ucR

c c
{  �

c c
y y e e
y y y y

    

 
如果无常数项，则 Stata ≷报 2

ucR 。 
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3.5  OLS 的⭐㝸㙭⽨屩 
 
(1) 㓯性性：OLS 估计量 1( )�c c b X X X y为 y的㓯性㓴ਸ。 
 
(2) 无ٿ性：E( | )  b X E，即b不会系统地高估或վ估E。 
 
证明：ᣭ样误差(sampling error)为 
 

1 1 1( ) ( ) ( ) ( )� � �c c c c c c�  �  � �  {b X X X y X X X X X X X AE E E H E H H  
 
 其中，䇠 1( )�c c{A X X X 。所以 

E( | ) E( | ) E( | )
 

�    
0

0��	�
b X A X A XE H H   (ѕṬ外生性) 

〫项可得，E( | )  b X E。在此证᰾中，ѕṬ外生性不可或缺。 
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推论  无ᶑ件ᵏ望E( )  b E。 
 
证明：E( ) E E( | ) E ( )   X Xb b X E E  (常数的ᵏ望ӽ为常数)。 
 
 
(3) 估计量b的方差为 2 1Var( | ) ( )V �c b X X X 。 
 
证明：Var( | ) Var( | ) �b X b XE      (E是常数) 
              2Var( | ) Var( | ) nVc c   A X A X A A I AH H               

                2 2 1 1 2 1( ) ( ) ( )V V V� � �c c c c c   AA X X X X X X X X  
 
⨳型扰动项假定是证᰾的关䭞。 
 
如存在ᶑ件ᔲ方差，则方差表䗮ᔿ不同，应使用“っڕ标准误”

(robust standard error)，参㿱第 5 ㄐ。 
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(4) “高ᯟ-傜ቄ可ཛ定理”(Gauss-Markov Theorem)：ᴰሿ二҈

法是ᴰ֣㓯性无ٿ估计(Best Linear Unbiased Estimator，简䇠

BLUE)，即在所有㓯性无ٿ估计中，ᴰሿ二҈法的方差ᴰሿ。 
 
 
证明：OLS 估计量b为㓯性无ٿ估计。 
 
假设 Ê为ԫ一㓯性无ٿ估计，䴰证᰾ ˆVar( | ) Var( | )tX b XE ，即

ˆVar( | ) Var( | )�X b XE 为ॺ正定⸙䱥。 
 

ˆVar( | ) Var( | )�X b XE ॺ正定，则Var( | )b X 的ѫ对䀂㓯元素(即方

差)一定ሿ于或等于 ˆVar( | )XE 的ѫ对䀂㓯上对应元素(参㿱Ґ仈)。 
 
由于 Ê为㓯性估计，故存在常数⸙䱥 K nuC ，使得 ˆ  CyE 。 
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ᐢ⸕  b Ay，其中 1( )�c c{A X X X 。定ѹ { �D C A，则 
 

ˆ ( ) ( )  �  � �  � �Cy D A y D X b DX D bE E H E H   
 
࡙用β̂的无ٿ性可得，
 

ˆE( | ) E( | ) E( | ) E( | )
  

  � �  � �  �
0

��	�
 ��	�
X DX D b X DX D X b X DX
E

E E E H E H E E

 
对于ԫ᜿E，都有  0DXE ，故  0DX 。 Ê的表䗮ᔿ简化为 
 

Nˆ
 

 � �  �
0

DX D b D bE E H H  

Ê的ᣭ样误差为 
   ˆ ( )�  � �  �  �D b D A D AE E H E H H H      
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> @ˆ ˆVar( | ) Var( | ) Var ( ) | ( )Var( | )( )H c �  �  � �X X D A X D A X D AE E E H
                           N N

2 2( )( ) ( )V V
  

c c c c c c � �  � � �
0 0

D A D A DD AD DA AA  

 

           2 1( )V �ª ºc c �¬ ¼DD X X   ( N
1( )�

 

c c  
0

0DA DX X X ) 

 
ˆVar( | ) Var( | )�X b XE 2 1 2 1 2( ) ( )V V V� �ª ºc c c c � �  ¬ ¼DD X X X X DD   

 
由于 cDD为ॺ正定⸙䱥，故高ᯟ-傜ቄ可ཛ定理成立。   
 
如果⋑有⨳型扰动项的假定，则ᴰሿ二҈法不是 BLUE，还存

在其Ԇ更Ո的㓯性无ٿ估计，参㿱第 7 ㄐ。 
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(5)方差的无ٿ估计： 2 2E( | )s V X 。 
 
证明：因为 
 

2 1E( | ) E E E( | )'s '
n K n K n K
c§ · § ·

   ¨ ¸ ¨ ¸� � �© ¹ © ¹

e e MX X X M XH H H H  

 
 故只要证᰾ 2E( | ) ( )' n K V �M XH H ，即可。 
 
定义  ԫ᜿方䱥A的迹(trace)就是其ѫ对䀂㓯元素之઼，䇠为

trace( )A 。 
 
䘩运㇇的性质： 
 
trace( ) trace( ) trace( )�  �A B A B  
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trace( ) trace( )k k A A ，k 为常数 
 
trace( ) trace( ) AB BA 只要AB与BA都存在 
 
如果A为1 1u ⸙䱥(常数)，则 trace( )  A A。 
 

> @E( | ) E trace( | )' ' M X M XH H H H         ( 'MH H为1 1u ) 
 
           > @E trace( | )' M XHH         ( 'H 与MHᦒ次序) 
 
           > @trace E( | )' M XHH     (ᵏ望㇇ᆀ与䘩㇇ᆀᦒ次序) 
 
           2trace nVª º ¬ ¼M I            (⨳型扰动项) 
           2 trace( )V M             (䘩运㇇的㓯性性) 
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1trace( ) trace ( )n
�ª ºc c �¬ ¼M I X X X X      (⎸⚝⸙䱥M的定ѹ) 

 
        1trace( ) trace ( )n

�ª ºc c � ¬ ¼I X X X X  (䘩运㇇的㓯性性) 
 
        1trace ( )n �ª ºc c � ¬ ¼X X X X        (X与 1( )�c cX X X ӂᦒ) 
 
        trace( )Kn � I                 ( cX X为K Ku ⸙䱥) 
 
        n K �                      (K 䱦অս䱥的䘩为 K) 
 
  
对ॿ方差䱥Var( | )b X 的无ٿ估计为 2 1( )s �cX X ，在 Stata 中䇠为

“VCE”(Variance-Covariance Matrix Estimated)。 
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3.6  ⬺⊖ᵫ䰼数的 t㠁槍 
 
假定 3.5  在㔉定 X的ᛵߥ下， XH 的ᶑ件分ᐳ为正ᘱ，即

2~ ( , )nN V0X IH 。 
 
考虑对অ个系数进行Ự验，“原假设”(null hypothesis，䴦假设)

为 0 : k kH E E ，其中 kE 为㔉定常数。 
 
通常 0kE  ，Ự验变量 ikx 的系数是否显著地ˊˊ 不́等于 0。 
 
假设Ự验是概率᜿ѹ上的৽证法，即首先假设原假设成立，然

ਾ看在原假设成立的ࡽᨀ下，是否导致不ཚ可能发生的“ሿ概率

һ件”在一次ᣭ样的样本中出现。 
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如果ሿ概率һ件ㄏ在一次ᣭ样中被观测到，则䈤᰾原假设不可

ؑ，应䈕ᤂ㔍原假设，接受“ᴯԓ假设”(alternative hypothesis，
༷择假设”) 1 : k kH E Ez 。 

 
如果ᵚ⸕参数 kE 的估计值 kb ⿫ kE 䖳䘌，则ٮ向于ᤂ㔍原假设。

这类Ự验称为“⊳ቄᗧỰ验”(Wald test)。 
 
在㺑量䐍⿫䘌䘁时，㔍对䐍⿫依䎆变量অս，䴰以标准差为基

准ᶕ考虑相对䐍⿫。 
 
由于 2| ~ ( , )nN V0X IH ，而 �  b AE H为H的㓯性࠭数，故( ) |�b XE

ᴽӾ正ᘱ分ᐳ。 
 
进 一 ↕ ， E( | )�  0b XE ， 2 1Var( | ) ( )V �c b X X X ， 故
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� �2 1( ) | ~ , ( )N V �c� 0b X X XE 。 
 
在原假设“ 0 : k kH E E ”成立的ᛵߥ下，其第 k 个分量

� �2 1( ) | ~ 0, ( )k k kkb NE V �c� X X X ，其中 1( )kk
�cX X 为⸙䱥 1( )�cX X 的( , )k k

元素，而 2 1( )kkV �cX X 为 kb 的方差。 
 

如果 2V ᐢ⸕，则统计量
2 1

~ (0,1)
( )

k k
k

kk

bz NE

V �

�
{

cX X
。 

 
通常 2V ᵚ⸕，称为“়ᚦ参数”(nuisance parameter)：㲭然对 2V

不感兴趣，但 2V ত出现在表䗮ᔿ中。 
 
ਸṬ的“Ự验统计量”(test statistic)须┑足两个ᶑ件：能ཏṩ据

样本数据计㇇；概率分ᐳᐢ⸕。 
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以估计值 2s ᶕᴯԓ 2V ，可得 t 统计量。 
 
定理(t 统计量的分布)  在假定 3.1-3.5 ൷┑足，且原假设

“ 0 : k kH E E ”也成立的ᛵߥ下，t 统计量 
 

2 1
~ ( )

SE( ) ( )
k k k k

k
k kk

b bt t n K
b s

E E
�

� �
{ { �

cX X
 

 
其中，SE( )kb 是 kb 的“估计标准误差”(estimated standard error)，

简称“标准误”。 
 
 
证明：ሶ统计量 kt 变ᖒ： 
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2

22 1 2 1 2 2

2
( )( ) ( )

( )

k k k k k k k
k

kk kk

b b z z zt
s q n Ks s

n K

E E V

V V
V

� �

� �
{  �   {

c �c c
�
e eX X X X

  其中，
2 1( )
k k

k

kk

bz E

V �

�
{

cX X
， 2q

V
c

{
e e

。 

ᐢ⸕ ~ (0,1)kz N ，下面ሶ证᰾， 
 
(1) 2~ ( )q n KF �X ； 
 
(2) kz X与q X相ӂ⤜立， 

  

 则ṩ据 t 分ᐳ的定ѹ， ~ ( )
( )

kz t n K
q n K

�
�

。 
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(1) 2 2
' 'q

V VV V
c

{   
e e M MH H H H  (二次型)。 

由于 2~ ( , )nN V0X IH ，故 ~ ( , )nN
V

0X I
H

。ᐢ⸕⎸⚝⸙䱥M为“ᑲ

等⸙䱥”(idempotent matrix，即 2  M M )。 
 
ṩ 据 㓯 性 ԓ 数 ⸕ 䇶 ， 对 于 ᑲ 等 ⸙ 䱥 M ，

rank( ) trace( ) n K  �M M 。 
 
ṩ据数理统计⸕䇶， 2~ ( )q n KF �X 。由于M不┑〙，q X的

自由ᓖ䱽为( )n K� 。 
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(2) 
2 1( )
k k

k

kk

bz E

V �

�
{

cX X
是b的࠭数，q 是e的࠭数，故只要证᰾b与e

相ӂ⤜立即可。 
 
由于  �b AE H与  e MH都是正ᘱ扰动项H的㓯性࠭数，故( , )b e

的㚄ਸ分ᐳ也是正ᘱ，故只要证᰾Cov( , )  0b e 即可。 
 
Cov( , | ) Cov( , | ) �b e X A M XE H H        (ԓ入b与e表䗮ᔿ) 
           Cov( , | ) A M XH H             (৫ᦹ常数E )  
           E( ) E( )E( )' '

  

 �
0 0

�	
��	�

'

A M A MHH H H   (ॿ方差⸙䱥ޜᔿ)    

      N
2 2 1 2 1E( ) ( ) ( ) ( )' V V V� �

 

cc c c     
0

0A M AM X X XM X X MXHH  

                                      (OLS 的正Ӕ性) 
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t检验的步骤 
 
第一↕：计㇇ kt 。如果 kt 很大，则 0H 䖳不可ؑ。如果 0H 为真，

则 kt 很大的概率ሶ很ሿ(为ሿ概率һ件)，不应在ᣭ样中观测到。 
 
第二↕：计㇇“显著性≤ᒣ”(significance level)为D的“Ѥ⭼值”

(critical value) 2 ( )t n KD �  
  

^ ` ^ `2 2P ( ) ( ) P ( ) ( ) 2t n K t n K t n K t n KD D D� ! �  � � � �   
 

    其中， ( )t n K� ᴽӾ t( )n K� 分ᐳ。 ( )t n K� 大于 2 ( )t n KD � ，或

ሿ于 2 ( )t n KD� � 的概率都是 2D 。通常 5%D  ，则 2 2.5%D  。有

时 1%D  或 10%。 
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第三↕：如果 kt 㩭入“ᤂ㔍ฏ”(rejection region)，则ᤂ㔍 0H ； kt
㩭入“接受ฏ”(acceptance region)，则接受 0H 。 

 
ᤂ㔍ฏ分ᐳ在 t 分ᐳ两䗩，称为“ৼ䗩Ự验”(two-tailed)。 

 
计算 p值 

 
定义  㔉定Ự验统计量的样本观测值，称原假设可被ᤂ㔍的ᴰ

ሿ显著性≤ᒣ为此假设Ự验䰞仈的 p 值(probability value，即

p-value)。 
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图 3.3  t Ự验 

 



 

 43

在 t Ự验中，p 值为 � �P 2kt t! u ，其中 kt 为Ự验统计量的样本观

测值。 
 
p 值䎺ሿ则䎺ٮ向于ᤂ㔍原假设。 
 
【例】p 值 = 0.03，则可在 5%的显著性≤ᒣ上ᤂ㔍原假设。而

且，“p 值= 0.03”还可在 3%的显著性≤ᒣ上ᤂ㔍原假设。 
 
使用 p 值进行假设Ự验一般比Ѥ⭼值更有ؑ᚟量。 
 
ᖃ Stata ⴤ接㔉出 p 值时，就不䴰要⸕䚃Ѥ⭼值了。 
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计算置信区间 
 
假设“㖞ؑᓖ” (confidence level)为 (1 )D� (比如 5%D  ，则

1 95%D�  )，要᢮到“㖞ؑ区间”(confidence interval)，使得䈕区

间㾶ⴆ真实参数 kE 的概率为(1 )D� 。 
 

由于 ~ ( )
SE( )

k k

k

b t n K
b
E�

� ，故 

              2 2P 1
SE( )

k k

k

bt t
bD D
E D

­ ½�
� � �  �® ¾
¯ ¿

     ( /2tD 的定ѹ) 

 
  ^ `2 2P SE( ) SE( ) 1k k k k kb t b b t bD DE D� � � �  �     (不等ᔿ变ᖒ) 

 
  即㖞ؑ区间为 2 2SE( ), SE( )k k k kb t b b t bD Dª º� �¬ ¼。 
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  㖞ؑ区间是随机区间，随⵰样本不同而不同。 
 
  如果㖞ؑᓖ为 95%，ᣭ样 100 次，得到 100 个㖞ؑ区间，大㓖

95 个㖞ؑ区间能㾶ⴆ到真实参数 kE 。 
 
第 I 类错误与第 II 类错误 

 
定义 “第Ⅰ类错误”(Typeĉerror)ᤷ的是，㲭然原假设为真，

但তṩ据观测数据做出了ᤂ㔍原假设的䭉误ࡔᯝ，即“ᔳ真”。第

ĉ类䭉误的发生概率为 0 0rejectP( )H H 。 
 
定义 “第Ⅱ类错误”(Type Ċ error)ᤷ的是，㲭然原假设为假(ᴯ

ԓ假设为真)，但তṩ据观测数据做出了接受原假设的䭉误ࡔᯝ，

即“存՚”。第Ċ类䭉误的发生概率为 0 1acceptP( )H H 。 
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䲔非增࣐样本ᇩ量，߿ቁ第ĉ类䭉误的发生概率，ᗵ然导致第

Ċ类䭉误的发生概率增࣐，৽之Ӗ然。 
 
在进行Ự验时，一般先ᤷ定可接受的发生第ĉ类䭉误的ᴰ大概

率，即“显著性≤ᒣ”，比如 5%；而不ᤷ定第Ċ类䭉误的发生概

率(通常更䳮计㇇)。 
 
定义  称“1 ࣏“৫第Ċ类䭉误的发生概率”为统计Ự验的߿

᭸”或“࣯”(power)，即“ 0 1accept1 P( )H H� ”。ᦒ䀰之，࣏᭸为

在原假设为䭉误的ᛵߥ下，ᤂ㔍原假设的概率。  
 
进行Ự验时，通常⸕䚃第ĉ类䭉误的发生概率，不⸕䚃第Ċ类

䭉误的发生概率。 
 



 

 47

ᤂ㔍原假设，比䖳理ⴤ≄༞，因为⸕䚃⣟䭉概率˄ 显著性≤ᒣ 。˅ 
 
接受原假设，比䖳⋑有把握，通常不⸕⣟䭉概率˄可能䖳高 。˅ 
 

3.7  ⬺一⽨ᾈ嫿的 F㠁槍 
 
Ự验回归方程的显著性，即Ự验原假设“ 0 2: 0KH E E   " ”

( 1E 为常数项)。 
 
更一般地，Ự验 m 个㓯性假设是否同时成立： 
 

N N N0
11

:
m K mK

H
u uu

 R rE  
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 其中，r为 m 㔤列向量，R为m Ku ⸙䱥，rank( ) m R ，即R┑
行〙，⋑有多։或自相矛盾的方程。 

 
例 对于模型 1 1 2 2 3 3 4 4y x x x xE E E E H � � � � ，Ự验“ 0 2 3:H E E 且

4 0E  ”。 
 

0 1 1 0
0 0 0 1

�§ ·
 ¨ ¸
© ¹

R ，
0
0
§ ·

 ¨ ¸
© ¹

r ，因为 

 
1

2 2 3

3 4

4

0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

E
E E E
E E
E

§ ·
¨ ¸ �� § ·§ · § ·¨ ¸   ¨ ¸¨ ¸ ¨ ¸¨ ¸© ¹ © ¹© ¹
¨ ¸
© ¹
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Wald Ự验原理：b是E的估计量，如果 0H 成立，则( )�Rb r 应比

䖳接䘁 0。 
 
定理(F 统计量的分布)  在假定 3.1-3.5 ൷┑足，且原假设

“ 0 :H  R rE ”也成立的ᛵߥ下，则 F 统计量 
 

11

2

( ) ( ) ( )
~ ( , )

m
F F m n K

s

��c ª ºc c� �¬ ¼{ �
Rb r R X X R Rb r

  

 
证明：由于 2 ( )s n Kc �e e ，可ሶ F  成߉

 
12 1

2

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

m w mF
q n Kn K

V

V

��c ª ºc c� �¬ ¼{ {
c ��

Rb r R X X R Rb r

e e
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 其中，

12 1( ) ( ) ( )w V
��c ª ºc c{ � �¬ ¼Rb r R X X R Rb r 。 

 
 下面ሶ证᰾： 

 
(1) 2~ ( )w mFX ； 
 
(2) 2~ ( )q n KF �X ；(ᐢ在 t Ự验定理中证᰾) 
 
(3) w X与q X相ӂ⤜立， 

  

 则ṩ据 F 分ᐳ的定ѹ， ~ ( , )
( )
w m F m n K

q n K
�

�
。 
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(1) 定ѹ { �Rb rv 。在 0H 成立的ᛵߥ下， 
 

( ){ �  �  �Rb r Rb R R bE Ev  
 
由于b为正ᘱ，故 | Xv 为 m 㔤正ᘱ，且E( | )  0Xv ，方差为 
 

> @ 2 1Var( | ) Var ( ) | Var( ) ( )V �c c c �   X R b X R b R R X X REv  
 
 ṩ据数理统计⸕䇶， 
 

> @ 12 1 1 2( ) [ ( ) ] ( ) Var( | ) ~ ( )w mV F�� �c c c c{ � �  Rb r R X X R Rb r v Xv v  
 
由于R┑行〙，故 1 1[ ( ) ]� �c cR X X R 存在。 
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(3)w是b的࠭数，q是e的࠭数，由于 b与 e相ӂ⤜立，故w X与

q X相ӂ⤜立。  
 

F检验的步骤 
 

第一↕：计㇇ F 统计量。如果 F 统计量很大，则 0H 䖳不可ؑ。 
 
第二↕：计㇇显著性≤ᒣ为D的Ѥ⭼值 ( , )F m n KD � ， 
 

^ `P ( , ) ( , )F m n K F m n KD D� ! �   
 
   其中， ( , )F m n K� ᴽӾ F( , )m n K� 分ᐳ。  

 
第三↕：如果 F 统计量㩭入ਣ䗩ᤂ㔍ฏ，则ᤂ㔍 0H ；F 统计量
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㩭入接受ฏ，则接受 0H 。ᤂ㔍ฏ只在ਣח，为“অ䗩ਣחỰ验”。 

 
 

图 3.4  F Ự验 
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3.8  F丠计量的ṽ䁷㬕⋠䍇垩廿⹐ 
 
使用㓖ᶏᶑ件下的ᴰሿ二҈法，即  “㓖ᶏᴰሿ二҈法”

(Restricted OLS，Constrained OLS)，可得 F 统计量的简ׯ表䗮ᔿ。 
 
考虑以下㓖ᶏᶱ值䰞仈： 

        
min SSR( )

s.t.  

�
�

�R r
E

E

E
      

 
 如果“ 0 :H  R rE ”正确，则࣐上此㓖ᶏ不应使↻差ᒣ方઼

SSR( )�E 的ᴰሿ值增大很多。 
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 ≲解此㓖ᶏᶱ值䰞仈，可证᰾： 
 

* *( )
( )

mF
n K

c c�
 

c �
e e e e
e e

     

 
 其中，e为无㓖ᶏ↻差， *e 为有㓖ᶏ↻差，m 为㓖ᶏᶑ件个数。
  
 这种通䗷比䖳“ᶑ件ᶱ值”与“无ᶑ件ᶱ值”而进行的Ự验，

统称为“լ然比Ự验”(Likelihood ratio test)。 
 
命题 对于㓯性回归方程“ 1 2 2i i K iK iy x xE E E H � � � �" ”，Ự验

原假设“ 0 2: 0KH E E   " ”(即䈕方程的显著性)的 F 统计量等

于
2

2
( 1)

(1 ) ( )
R K
R n K

�
� �

。 
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证明：由于ޡ有( 1)K � 个㓖ᶏ，ṩ据լ然比原理的 F 统计量为 
 

* *

2* *
1

2
1

( ) ( 1)
( )( ) ( 1)

( ) ( )
( )

n
ii

n
ii

K
y yKF

n K n K
y y

 

 

c c�
�

c �c� �
  cc � �

�

¦

¦

e e e e

e e e e
e ee e

    

 
 其中，e为无㓖ᶏ↻差，而 *e 为㓖ᶏ↻差。䇠㓖ᶏ回归的ᤏਸՈ

ᓖ为 2
*R ，由于 2

2
1

1
( )n

ii

R
y y

 

c
 �

�¦
e e

，
* *

2
*2

1

1
( )n

ii

R
y y

 

c
 �

�¦
e e

，故 

 

 
2 2 2 2
* *

2 2

(1 ) (1 ) ( 1) ( ) ( 1)
(1 ) ( ) (1 ) ( )

R R K R R KF
R n K R n K

ª º� � � � � �¬ ¼  
� � � �
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只䴰证᰾ 2
* 0R  即可。 

 
ᖃ“ 0 2: 0KH E E   " ”成立时， 1i iy E H � ，而 *

1b y (只对常

数项 1E 进行回归)，故 * *
1ˆiy b y  。 

 
由此可⸕ * 2

1
ˆ( ) 0n

ii
y y

 
�  ¦ ，故 2

* 0R  。 
 
 

3.9  ⅇ⚘☟⺓与ᾐ☟⺓ (彊嬼) 

 



The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Partitioned regression

We are going to discuss partitioned regression now.

Partitioned regression is useful when we have many x variables in our
model but are only interested in the coe�cients for some of them.

It also permits us to simplify theoretical results in some cases (for
instance, if we want a formula for only the constant term in a
regression, and not the whole parameter vector).
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

First partition the data matrix in the following way:

X =


X1

...X2

�
, (81)

where X is the original n⇥K data matrix, and X1 and X2 are
n⇥K1 and n⇥K2 data matrices, respectively.

Correspondingly, � is partitioned as

� =


�1

�2

�
(82)

We are interested in the parameters of �2.

The regression model can be written as

y = X1�1 +X2�2 + ✏ (83)
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Define
P 1 ⌘ X1(X

0
1X1)

�1X 0
1 (84)

M1 ⌘ In � P 1 (85)

X̃2 ⌘ M1X2 (86)

(the kth column of X̃2 represents the vector of residuals when the
kth column of X2 is regressed on X1)

ỹ ⌘ M1y (87)

(the residuals from a regression of y on X1)
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

The normal equations:
X0Xb = X0y (88)


X 0

1

X 0
2

� h
X1

...X2

i b1
b2

�
=


X 0

1

X 0
2

�
y (89)


X 0

1X1 X 0
1X2

X 0
2X1 X 0

2X2

� 
b1
b2

�
=


X 0

1y
X 0

2y

�
(90)

Equation (90) can be written as

X 0
1X1b1 +X 0

1X2b2 = X 0
1y (91)

X 0
2X1b1 +X 0

2X2b2 = X 0
2y (92)

Our goal is to solve for b2.
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Premultiply equation (91) by X1(X
0
1X1)�1 and solve for X1b1, we

have
X1b1 = �P 1X2b2 + P 1y (93)

Substitute this expression into (92):

X 0
2(�P 1X2b2 + P 1y) +X 0

2X2b2 = X 0
2y (94)

X 0
2X2b2 �X 0

2P 1X2b2 = X 0
2y �X 0

2P 1y (95)

X 0
2(In � P 1)X2b2 = X 0

2(In � P 1)y (96)

X 0
2(M1)X2b2 = X 0

2(M1)y (97)

X 0
2(M

0
1M1)X2b2 = X 0

2(M
0
1M1)y (98)

(since M1 is symmetric and idempotent)

X̃
0
2X̃2b2 = X̃

0
2ỹ (99)
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Therefore,
b2 = (X̃

0
2X̃2)

�1X̃
0
2ỹ (100)

X̃
0
2X̃2 = X 0

2M
0
1M1X2 is invertible by the full rank assumption.

Essentially, if X2 (and, by extension, M1X2, which is the component
of X2 orthogonal to X1) does not have full column rank, X cannot
have full column rank either.

This solution for b2 is an important result known as the
Frisch-Waugh Theorem.

It states that you can obtain the coe�cients of b2 in this way:
1 Regress y on the variables in X1, and obtain the residuals.
2 Regress each of the variables in X2 on all of the variables in X1, and

obtain the residuals.
3 Regress the residuals in (1) on the residuals in (2).
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Conceptually, this process of regressing y and the variables in X2 on
X1, then taking the residuals is known as partialling out or netting
out the e↵ect of X1.

For this reason, the coe�cients in a multiple regression are sometimes
called partial regression coe�cients.

As a corollary, when X2 and X1 are orthogonal (so that
M1X2 = X2), no partialling out is necessary – you can just regress
y on X2 directly and the variables in X1 will not make any di↵erence
at all.
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3.10  柅    㲌 
 
有时也用计量模型进行预测(prediction, forecasting)，即㔉定解释

向量 0x 的(ᵚᶕ)取值，预测被解释变量 0y 的取值。 
 
假设计量模型对所有观测值都成立(包括外᧘到ᵚᶕ的观测值)， 
 

0 0 0y Hc �x E  
 

用 0 0ŷ c{ x b对 0y 作点预测，b为E的 OLS 估计量。 
 
“预测误差”(prediction error) 0 0ˆ( )y y� 可߉为 

    
    0 0 0 0 0 0 0ˆ ( )y y H Hc c c�  � �  � �x b x x bE E      
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 由于b是E的无ٿ估计，故 0 0 0 0ˆE( ) E( ) E( ) 0y y Hc�  � �  x b E 。 
 
 “无ٿ预测”(unbiased predictor)：用 0ŷ ᶕ预测 0y 不会系统高估

或վ估。 
 
 预测 0ŷ 的方差为： 
 

2
0 0 0 0

1
0 0Var( ) Var( ) Var ( )ˆ ( )y V �c cc c   Xx x Xb x b x x   

 
此方差৽᱐由于ᣭ样误差( )�b E 所带ᶕ的预测量 0ŷ 的⌒动。如

果⸕䚃E，则 0 0Var( ) Vaˆ 0r( )y c  x E 。 
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预测误差 0 0ˆ( )y y� 的方差为： 
 

0 0 0 0

0 0
2 2

0 0
1

ˆVar( ) Var[ ( ) ]
Var( ) Var[ ( )

(

]

)

y y H
H

V V �

c�  � �
c �

c

�

c � X

x b
x

X

b

x x

E
E     

  
 其中，假设 0H 与 b不相关 (估计 b⋑用到 0H 的ؑ᚟ ) ，故

> @0 0Cov ( ), 0Hc �  x b E 。 
 
 预测误差的方差有两个ᶕⓀ，即ᣭ样误差 2

0
1

0( )V �cc X Xx x (不能㋮

确⸕䚃参数E )，以及 0y 本䓛的不确定性( 0H 的方差 2V )。 
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假设扰动项为正ᘱ，则 � �12 2
0 0 0 0ˆ ~ 0 (, )y y N V V �c c� � X Xx x 。 

 
用 2s 估计 2V ，得到 t 统计量： 
 

    � �
1

0 0

0 0

ˆ
~

1 ( )

y y t n K
s �c

�
�

c� X xXx
 

  
 
 0y 的㖞ؑᓖ为(1 )D� 的㖞ؑ区间为 
 

� �0 2 0 0 0 2
1

0
1

0ˆ ˆ1 ,( 1) ( )y t s y t sD D
� �c c� � � �c cx xX X Xx xX   

 
 


