
统计量8阿发现假定SLR. 3是否成立：若a的样本标准差为零，则SLR. 3不成立，否则SLR. 3 
便成立。

最后，为了得到戽和鋒的无偏估计量，我们必须加上2.1节曾详细讨论过的零条件均值假定。 

我们现在明确地把它加人我们的假定之中。

假定SLR.4 （零条件均值）

给定解释变量的任何值，误差的期望值都为零。换言之，

E（u |jt）=O

对一个随机样本，这个假定意味着对所有/=1，2,…，n，都有E（uf |xt）=0o
除了限定总体中w和i的关系，零条件均值假定（和随机抽样假定结合起来）还导致了一个方 

便的技术简化。具体而言，我们可以以样本中的值为条件推导OLS估计量的统计性质。技术上 

讲，以自变量的样本值为条件的统计推导，与把视为在重复样本中固定不变的处理方法相同。其 

过程如下。我们首先选择n个样本值，工2,…，工„ （这些值可以重复）。给定这些值，我们便可 

以得到3/的一个样本（可通过获得的一个随机样本而实现）。然后利用相同的品，m …，品， 

又得到J的另一样本。利用同样的A，《r2,…，品再得到3/的一个样本。并依此重复下去。

在重复样本中保持不变的这种构想在非实验背景中不是很现实。例如，在工资一教育一例中抽 

取个人时，事先选择Wwc的值，再在特定受教育程度下抽取个人，这样的想法很难讲得通。在随 

机抽样时，个人是随机抽取的，工资和受教育程度都同时被记录下来，这才是社会科学领域中进行 

经验分析时获得多数数据集的典型方法。一旦我们假定E（M Lz），并进行随机抽样，那么，把；G视 

为非随机的处理办法，在推导中就不会失掉什么。危险之处在于：在重复样本中固定不变的假定总 

是意味着A和是独立的。在确定简单回归分析何时得到无偏估计量时，用假定SLR. 4来思考至 

关重要。

现在，我们准备证明OLS估计量的无偏性。为此，利用

（见附录A），我们可以把方程（2.19）中的斜率估计量写成
n

（工:
--------------- （2.49）

S （久一Z）2
i=l

因为现在我们对為在所有可能样本中的行为感兴趣，所以A应被看成一个随机变量。

把（2. 48）的右侧代人（2.49），从而用总体系数和误差表示為，我们便有 
n n
S O： —X）y, 2 （x: —Z）（戽 + w,）

爲= SSTX = SS1\ （2・50）

其中，为简化起见，我们定义品的总波动为SST.= 。（这不是A的样本方差，因

为我们没有除以〃一1。）利用代数求和运算，我们可以把或的分子写为
n n n
2 （工'一 一 f ）/?1 工'+ S —x）u,
1 = 1 i=l t = l

n n n
=（工:—x）+px Z （«z, + 2 （工:一（2. 51）

i=i i=i ^=i

如附录A所示，ELCr,—无）=0和=SSTX。所以，我们可以

把A的分子写为A SST.+ 。将其置于分母之上，便得到
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Px =屏+ ——=坏+ (1/SST\)ZX凡 (2.52)

其中dx=x-x。我们现在可以看到，的估计量等于总体斜率戽加上误差｛ui, u2,…，u„｝的 

一个线性组合。以品的值为条件，的随机性完全来自样本中的误差。这些误差一般都不为零的 

事实，正是或与译有差异的原因。

利用方程(2. 52)的表述，我们可以证明OLS的第一个重要统计性质。

定理2.1 OLS的无偏性

利用假定SLR. 1至SLR.4,对戽和译的任何值，我们都有

E(身。)=体 和 E(^) = ja (2.53)
换言之，p0对戽而言是无偏的，A对庠而言是无偏的。

证明：在此证明中，期望值都以自变量的样本值为条件。因为SSTX和A都只是的函数， 

所以它们在条件作用下都是非随机的。因此，根据(2.53)，并保持暗含的以｛&，x2,…，xj 
为条件，我们有

n n
E(j8i) = j8i + E[(1/ SSTX) 2 ] = j8i + (1/ SSTX) EW:zz：)

i=l t = l
n n

=^ + (1/ SSTX) 2 a:E(w:)=坏 + (1/ SSTj.)y^dj • 0 = /?i 
1=1 :=1

其中我们利用了如下事实，即在假定SLR.2和SLR.4之下，每个仏的期望值(以｛心，x2，…， 
xj为条件)都是零。

对A)的证明现在就非常简单了。将方程(2.48)对/取均值，便得到y=p.+^x+ut.将其代 

入备的表达式：

合0 = = Po +^3ix + u—j3]X =戽 + (冷1 — jSi )x + u
那么，根据假定SLR. 2和SLR. 4,有E(u) =0,于是以品的值为条件，我们有

E(A)) = ^)+ E[(^i )x] + E(u) =j8b+E[(烤一爲)>

但我们知道以良)=氏，这就意味着E[(為一历)]=0。因此，E(戌)=/%。以上两个论证对戽 

和历的任何值都成立，由此我们就证明了 OLS的无偏性。

必须记住，无偏性是為和备的抽样分布性质，并没有告诉我们从特定样本中得到的估计值是 

什么。我们希望，如果我们得到的样本多少有些“典型”，那么我们的估计值就会“接近于”总体 

值。不幸的是，我们总有可能得到点估计值远离鋒的不幸样本，而且我们永远也不可能确知情况是 

否如此。你或许想复习一下附录C中无偏估计量的内容，特别是表C.1中说明无偏性概念的模拟 

练习。

如果我们的四个假定中有一个不成立，那么无偏性一般也不成立。这就意味着，考虑每个假定 

的真实性，对一个特定的应用而言是非常重要的。假定SLR. 1要求3/和X线性相关，还要加上一 

个干扰项。这有可能不成立。但我们同样知道，可以通过选择和得到我们感兴趣的非线性关 

系。解决(2. 47)不成立的问题要求更高深的方法，而这超出了本书的讨论范围。

今后要做时间序列分析，我们将放松随机抽样假定SLR. 2。但用它来分析横截面会怎样呢？当 

样本不能代表其背后的总体时，随机抽样在横截面上就会不成立：事实上，有些数据集就是通过有 

意识地从总体中不同部分过度取样而构造出来的。我们将在第9和17章中讨论非随机抽样的问题。

我们曾讨论过，SLR.3在有意义的回归应用中几乎总能成立。否则，我们甚至得不到OLS估 

计值。
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我们现在着重讨论假定SLR. 4。若SLR.4成立，则OLS估计量就无偏。同样，若SLR. 4不成 

立，则OLS估计量一般都是有偏的。有一些用以确定偏误方向和大小的方法，我们将在第3章中研 

究。

正如我们在2. 1节中给出的几个例子所说明的，I与〃相关的可能性总是我们在使用非实验数 

据的简单回归分析中所关注的问题。当〃包含着影响且与工也相关的因素时，使用简单回归就会 

导致伪相关：也就是说，我们发现J/和:c的关系实际上源于既影响同时又恰巧与:r相关的不可观 

测因素。

例 2.12^ 学生的数学成绩与学校的午餐项目

令mathlO表示一个高中的十年级学生在一次标准化数学考试中通过的百分比。假设我们想估计联邦资 

助的学校午餐项目对学生成绩的影响。在其他条件不变的情况下，我们估计午餐项目对学生成绩有正影响， 

即其他条件不变，若一个学生太贫穷而不能保证正常的饮食，就可以有资格享受学校午餐项目的资助，他或 

她的成绩应该会提高。用Inchprg表示有资格接受午餐计划的学生百分比。那么，一个简单回归模型就是

math 10 = /3b + Inchprg + u （2. 54）
其中u包含了影响学校整体成绩的学校和学生特征。MEAP93包含了密歇根州408所高中1992—1993学年 

度的数据，利用这些数据，我们得到

rnathld = 32. 14 — 0. 319Inchprg
n = 408,尺2=0.171

这个方程预计，若有资格接受午餐项目的学生增加10个百分点，则通过数学考试的学生会减少3.2个百分 

点。我们能相信更高的午餐项目参与率确实导致了更糟糕的成绩吗？答案几乎肯定是否定的。更好的解释 

是，方程（2. 54）中的误差项m和Inchprg相关。事实上，m包含着既影响学生成绩又与午餐项目资格高度 

相关的因素，比如在校学生的贫困率。像学校质量和资源这样的变量也被包含在m中，它们都可能与 

Inchprg相关。应该记住，估计值一0. 319只针对这个特定例子，但它的符号和大小让我们怀疑zz和i可能 

相关，因此该简单回归是有偏误的。

在简单回归模型中，除遗漏变量外，还有其他原因使x与a相关。因为同样的问题也会出现在 

多元回归分析中，所以我们到那时再系统地讨论这个问题。

2-5b OLS估计量的方差

除了知道A的抽样分布是以a为中心（A是无偏的）的之外，能了解我们预期的或究竟距离 

A大致有多远也非常重要。在其他条件不变的情况下，这就容许我们从所有（至少一大类）无偏估 

计量中选择一个最佳估计量。度量為（和戌）分布的分散程度，最容易操作的一个指标就是方差或 

其平方根即标准差。（见附录c中更详细的讨论。）

结果表明，在假定SLR. 1至SLR.4下，OLS估计量的方差可以计算出来。不过，这些表达式 

多少有些复杂。有鉴于此，我们增加一个在横截面分析中的传统假定。这个假定要求，以为条 

件，无法观测变量a的方差是一个常数。这就是同方差（homoskedasticity）或“常方差”假定。

假定SLR.5 （同方差性）

给定解释变量的任何值，误差都具有相同的方差，换言之，

Var（u \x）=（^
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工资波动越大。而受教育程度低的人工作机会更少，而且只能得到最低工资；这就降低了受教育程度极低者 

的工资波动。这种情形如图2-9所示。最后，假定SLR. 5成立与否是一个经验问题，而且我们在第8章会 

说明如何检验假定SLR. 5O

图 2-9 Var( wage \educ)随 educ 增加

有了同方差假定，我们便可以证明如下定理：

定理2. 2 OLS估计量的抽样方差

在假定SLR.1至SLR.5下，以样本值｛心，x2,…，为条件，有
2

Var(或)=-~~-----  = SSTi (2. 57)
2 (.Xi —xY
i=\

和
n

VarC^o )=-———一 (2. 58)
S (工 一Z)2
t = l

证明：我们只推导Var(汉)的公式，把另一个推导留作习题10。从方程(2.52):為=历+ 

(1/SSTJS-=1^*开始。因为坏只是一个常数，而且我们以％为条件，所以SST,和d=x~x 

也是非随机的。而且，因为⑷在/上(根据随机抽样)是独立的随机变量，故和的方差就是方差的 

和。利用这些结论，我们有

Var (岛)=(1/ SST:)2 Var ( djU, ) = (1/ SSTr)2 ( 6?-Var(u,))
i = l : = 1

=(1/ SSTJ2 (云而2)[因为 Var(⑷)=a2，V £]
:=1

n
=a2(1/ SSTX)2 a2(1/ SSTJ2SST. = ^/ SSTr

1 = 1

这正是我们想要证明的。

方程(2.57)和(2.58)是简单回归分析的“标准”公式，它们在出现异方差时便失效了。在 

我们考虑多元回归分析中的置信区间和假设检验问题时，它们的重要性便会表现出来。
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多数时候，我们关注的都是Var（或）。这个方差如何取决于误差方差a2和,心，…， 

的总波动SSI，不难加以概括。一方面，误差方差越大，Var（^）就越大。因为影响:y的不可观 

测因素波动越大，要准确估计坏就越难。另一方面，自变量的波动越大越好：随着的波动增加， 

或的方差就会减小。这一点也符合直觉，因为自变量的样本分布越分散，就越容易找出E（jz|x）和 

•z之间的关系。也就是说，越容易估计出角。如果品没有什么波动，就难以查明E（j/|^）是如何随 

着:r而变化的。当样本容量扩大时，的总体波动也会增加。因此，较大的样本容量会致使或的 

方差较小。

思考题2. 5

在估计戽的时候，最好是有T=0o在这种情况下，Var （或）是多少呢？（提示：对样本中的 

任何数值，都有S （% —更）2，当且仅当无=0时取等号。）

这一分析表明，如果我们对供感兴趣，那么就可以选择使尽可能分散。这在实验数据中是 

可能的，但在社会科学中却极少有这么丰富的样本供我们选择：通常我们要使用通过随机抽样得到 

的但有时候，我们还是有机会得到较大的样本，尽管代价或许会很高。

为了构造置信区间和推导检验统计量，我们需要用到或和庆的标准差sd（A）和s雌）。记住通 

过将方程（2.57）和方程（2.58）中的方差取平方根即可得到。具体而言，就是sd（為）= 

（J//SST；,其中＜7是a2的平方根，是SSTi的平方根。

2-5c误差方差的估计

（2.57）和（2.58）中的公式使我们能够将影响Var（或）和Var（為）的因素分离出来。但除非 

在已知a2这种极端罕见的情况下，否则这些公式都是未知的。不过，我们可以用观测数据去估计 

a2,从而让我们估计出Var（爲）和Var（^）o
我们现在强调误差（或干扰）与残差的区别再合适不过了，因为这一区别对构造a2的估计量非 

常关键。方程（2. 48）告诉我们，如何利用随机样本观测把总体模型写成y^Po+^.+u,.其中 

&是第/次观测的误差。我们还可以像方程（2. 32）那样将％用其拟合值和残差表示出来：= 

戌+為品+兔。比较这两个方程，我们可以看出，一方面，误差出现在包含总体参数戽和译的方程 

中。另一方面，残差则出现在使用永和房的估计方程中。误差是无法观测的，但残差却可以从数 

据中计算出来。

我们可以用方程（2. 32）和（2. 48）把残差写成误差的函数：

Ui = yi 一po 一P\Xi =（尽）+ P\Xi + Ui） 一一

或者

Hi = Uj 一 （j&o 一jSo）—（冷l —氏）工i （2. 59）
尽管A）的期望值等于戽，A的期望值也等于A，但久却不等于仏。但二者之差的期望值确实为零。 

既然我们理解了误差和残差的区别，我们就可以回到a2的估计上来。首先，因为a2 = E（u2）, 

所以CT2的一个无偏“估计量”就是。不幸的是，这不是一个真正的估计量，因为我们 

观察不到误差⑷。但是我们有的估计值，即OLS残差氏。如果我们用OLS残差来代替误差，便 

得到=SSR/n。这是一个真正的估计量，因为对I和5的任何一个数琚样本，它都给出
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了一个可以计算的规则。这个估计量的一个小瑕疵是，可以证明它是有偏误的（尽管对很大的72来 

说，这个偏误很小）。因为很容易从它计算出一个无偏估计量，所以我们还是使用后者。

估计量SST/Z7有偏误，本质上是因为它没有考虑OLS残差所必须满足的两个约束条件。这些 

约束由OLS的两个一阶条件给出：

(2. 60)

考虑这些限制的一个方法是：如果我们知道残差中的n~2个，就能够通过（2. 60）中的一阶条件 

所蕴含的约束，得到另外两个残差。因此，OLS残差只有n~2个自由度（degrees of freedom）,与 

误差的n个自由度相对照。如果我们在方程（2. 60）中用&取代么，这些约束就不再成立。我们将 

使用a2的无偏估计量，对自由度进行调整：

(2.61)

（这个估计量有时记为但我们继续使用在估计量上加“帽”的惯常记法。）

定理2. 3 a2的无偏估计

在假定SLR. 1至SLR. 5下，我们有

E（d2） = a2
证明：如果我们把方程（2.59）对所有/进行平均，并利用OLS残差均值为零的结论，便得到 

0= u — （^o—jSo） —（^i ~P\;从方程（2. 59）中减去它，则得到 Ui = （w,—u） —（jffi ——^） o 

因此，— （Ui — u）2 + （冷1 —/?1 ）2 —x）2 — 2（Ui — U）（冷1 —） （J7, —X）。对所有 Z 求和，又得到

=（“'一反）2+ （或一坏）2 —jcY —2（^8] ——X）。现在如附录

C所示，等式右边第一项的期望值是（n — l）a2。第二项的期望值无非就是/，因为E[（^—戽）2]= 
Var（為）=a2/SST\。最后，第三项可写为一2 （或一坏）2 SS1；，取期望便得到一2<72。把这三项放在 

一起，我们得到 E（E:=1W） = （n-l）a2+a2-2a2 = （n-2）Y，因此 E[SSR八n_2）]=a2。

如果把f代人方差公式（2.57）和（2.58），我们就得到Var（或）和Var（成）的无偏估计量。 

稍后，我们要用到為和％的标准差估计量，而这就需要估计a。a的自然估计量就是

d= 7F （2. 62）

并被称为回归标准误（standard error of the regression, SER）。（ d的其他名称有估计值标准误和均 

方根误，但我们不用这些。）尽管不是a的无偏估计量，但是我们能够证明它是a的一致估计量 

（见附录C），而且它能够很好地服务于我们的目的。

估计值d值得关注，因为它是影响的不可观测因素的标准差估计值；换言之，它估计了把:r 
的影响排除之后的标准差。大多数回归软件包与尺2、截距、斜率和其他OLS统计量一起给出a 
值（用上面列出的名字之一）。现在，我们主要的兴趣在于，利用d来估计良和為的标准差。因为 

sd（^）=<7//SST7,所以sd（或）的一个自然估计量为

n
se（^i） = d/ a/SSTx = d/ （ — ^）2 ）12

它被称为或的标准误（standard error）。注意到，当我们考虑对j/的不同样本使用OLS时，将 

se（或）看作一个随机变量；因为d随着样本的不同而变化，所以这是正确的。对于一个给定的样本， 

se（或）就像或一样，只是用给定数据计算出来的一个数字而已。

类似地，se^o）是通过将sd^o）中的置换成而得到的。任何一个估计值的标准误都能让 

我们了解这个估计量有多精确。标准误在本书中担当着重要角色；从第4章开始，我们将用它们构
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造每一个计量经济程序的检验统计量和置信区间。

2.6过原点回归及对常数回归

在少数情形中，我们希望施加如下约束：当1 = 0时，J的期望值为零。对某些特定关系，这 

个约束是合理的。例如，若收人（I）为零，那么收入税所得（jO也必须为零。另外，在有些情形 

中，一个原本有一个非零截距的模型被变换成没有截距的模型。

规范地，我们选择一个斜率估计量（称之为為）和如下形式的一条线：

(2. 63)
A和上面的波浪号用于将这个问题与同时估计截距和斜率的更常见问题区别开来。因为直线 

（2.63）经过点工=0, $ = 0，所以得到的方程（2.63）又被称为过原点回归（regression through 
the origin）。为了求方程（2. 63）中的斜率估计值，我们仍然使用普通最小二乘，此时最小化的残 

差平方和为

1=1
利用一元微积分可以证明，A必须满足一阶条件

(2.64)

—良工 = 0 (2. 65)

从而解出A:

(2. 66)n

前提是并非所有的都为零，而这一情形我们已经排除了。

注意，与同时也估计截距（而不是把它设定为零）的斜率估计值相比，A有什么不同。当且仅 

当Z=0时，这两个估计值才是相同的。［见关于或的方程（2.49）。］在应用研究中，用过原点回归 

求估计值的情形并不常见，这也是有道理的：因为如果截距戽关0,那么或就是译的有偏估计 

量。习题8要求你证明这一点。

在过原点回归被视为适当的情况下，研究者在解释该回归报告的记时需谨慎。通常在不做其 

他说明的情况下，於是在计算SST时不消除｛%: £=1，…，的样本均值而得到的，也就是说， 

R2是通过下式计算得到的：

S （乂一冷1 工:）

(2. 67)

其中，分子部分作为残差平方和是有意义的，而分母部分成立的前提是，我们已知的总体均值为 

零。之所以通过这种方法计算尺2，是因为如果我们通过下式的常规方法计算尺2时，其结果应为 

负值：

(2.68)
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