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● 简单回归分析有一个很大的缺陷：假定 SLR.4在经验研究中很难成立：

● 例：y：工资，x:教育，u中包含经验、智力等

● 此外，简单回归模型只能出现解释变量的一个函数（如x或log x等）

● 接下来，我们讨论具有更好灵活性的多元回归模型
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SLR.4要求u中包含的影响被解释变量y的其他因
素与解释变量x均不相关
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多元回归分析：估计
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章节框架

● 在这一章中我们介绍多元回归模型的估计问题

● 首先，我们介绍多元回归模型

● 之后，我们提出多元回归模型的OLS估计方法

● 最后，我们讨论多元回归模型OLS估计值的性质：期望，方差和有效性
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使用多元回归的动因

● 多元线性回归模型的定义

因变量，被解释变量等等

自变量，解释变量等等
误差项，
扰动项，
不可见变量等等

截距项 斜率参数

“用变量 来解释变量 ”
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使用多元回归的动因

● 多元回归的动机

• 将更多的解释因素纳入模型中

• 固定其他因素的影响

• 允许更灵活的函数形式

● 例子：工资等式

每小时工资 教育时长（年） 劳动市场工作经验（年）

其他因素…

在固定经验的条件下教育对工资的影响
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● 例子：平均考试成绩与每位学生的支出

• 学生支出与家庭收入很大程度是相关的

• 在回归中忽略家庭平均收入（avginc）会导致估计系数β1有偏（支出

对考试成绩的影响）

• 在一个简单的回归模型中，学生人均支出的影响将部分包括家庭收入

对考试成绩的影响

标准化的平均考试成绩

其他因素

每位学生在校支出 在校学生的家庭平均收入

使用多元回归的动因
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● 例子：家庭收入与家庭消费

• 两个解释变量：收入与收入的平方

• 消费由收入的一个二次函数来解释

家庭消费

其他因素

家庭收入 家庭收入的平方

使用多元回归的动因
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● 例子：CEO薪资、销售与CEO任期

• 模型假设一个CEO薪资与其公司销售的不变弹性关系

• 模型假设一个CEO薪资与他/她的任期的二次关系

● “线性”回归的含义

• 模型是参数线性的，而不是变量

CEO薪资的对数 销售的对数 CEO任期的二次函数

使用多元回归的动因

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao



© 2016 Cengage Learning®. May not be scanned, copied or duplicated, or posted to a publicly accessible website, in whole or in part, except for use a s permitted in a license 

distributed with a certain product or service or otherwise on a password -protected website or school-approved learning management system for classroom use.

使用多元回归的动因

●

如果第j个自变量增加一个单位，
保持所有其他自变量和误差项不
变，因变量会发生多大变化
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使用多元回归的动因

● 例子：工资等式

● 保持exper和其他因素不变

● 例子：平均考试成绩与每位学生的支出

● 保持expend和其他因素不变
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● 但是，

如果 ，…   中存在 的函数，可能导致

● 例子：家庭收入与家庭消费

• 解释系数时要小心：

如果收入增加一个单位，
消费会增长多少？

取决于已经有多少
收入了

使用多元回归的动因
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● 多元回归模型的OLS估计

● 随机样本

● 回归残差

● 最小化残差的平方和（as good as possible）

普通最小二乘法的操作和解释
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普通最小二乘法的操作和解释

● 最小化残差的平方和：

● 一阶条件：

13
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普通最小二乘法的操作和解释

●

14
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普通最小二乘法的操作和解释
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● 例子：大学GPA的决定因素

● 解释

• 固定ACT不变，hsGPA变化1分，colGPA变化0.453分

• 或者：如果我们比较两个具有相同ACT的学生，如果A学生比B学生的

hsGPA高1分，那么我们预测A学生比B学生的colGPA高0.453分

• 固定hsGPA不变，ACT提高1分，colGPA变化不到0.01分

大学平均成绩 高中平均成绩 能力测验分数

普通最小二乘法的操作和解释
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普通最小二乘法的操作和解释

● 例子：小时工资

● 固定exper和tenure不变，educ变化1年，log wage变化0.092,即wage变化9.2%

● 或者：如果我们比较两个具有相同exper和tenure的工人，如果A工人比B工人的

educ多1年，那么我们预测A工人比B工人的工资高9.2%

● 固定educ和tenure不变，exper变化1年，log wage变化0.0041，即wage变化0.41%

● 同时改变不止一个变量：如果exper和tenure都增加一年，保持educ 不变：

17

小时工资的对数 受教育年数 任现职的任期工作经历
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普通最小二乘法的操作和解释

● 拟合值和残差

● OLS回归的代数性质

拟合值或预测值 残差

与回归线的偏差总和为零
（有截距项）

偏差和回归系数之
间的协方差为零

y的样本均值与x的样本均值落在
回归线上（有截距项）
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普通最小二乘法的操作和解释

●
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普通最小二乘法的操作和解释

● 多元回归的“投影”解释：

20

思考(1)什么情况下 መ𝛽2 = 0(2)什么情况下 መ𝛽1𝑋1就是y直接对𝑋1的投影？

𝑋1 መ𝛽1

𝑋2 መ𝛽2
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普通最小二乘法的操作和解释

●
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注意：实际中 መ𝛽1与 ෨𝛽1几乎不可能完全相等
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普通最小二乘法的操作和解释

●

22

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao



The Algebra of Least Squares Partitioned regression

First partition the data matrix in the following way:

X =


X1

...X2

�
, (81)

where X is the original n⇥K data matrix, and X1 and X2 are
n⇥K1 and n⇥K2 data matrices, respectively.

Correspondingly, � is partitioned as

� =


�1

�2

�
(82)

We are interested in the parameters of �2.

The regression model can be written as

y = X1�1 +X2�2 + ✏ (83)

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 54 / 67
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Define
P 1 ⌘ X1(X

0
1X1)

�1X 0
1 (84)

M1 ⌘ In � P 1 (85)

X̃2 ⌘ M1X2 (86)

(the kth column of X̃2 represents the vector of residuals when the
kth column of X2 is regressed on X1)

ỹ ⌘ M1y (87)

(the residuals from a regression of y on X1)
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

The normal equations:
X0Xb = X0y (88)


X 0

1

X 0
2

� h
X1

...X2

i b1
b2

�
=


X 0

1

X 0
2

�
y (89)


X 0

1X1 X 0
1X2

X 0
2X1 X 0

2X2

� 
b1
b2

�
=


X 0

1y
X 0

2y

�
(90)

Equation (90) can be written as

X 0
1X1b1 +X 0

1X2b2 = X 0
1y (91)

X 0
2X1b1 +X 0

2X2b2 = X 0
2y (92)

Our goal is to solve for b2.

Bo Zhao (School of Finance, NKU) 56 / 67

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao

Bo Zhao



The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Premultiply equation (91) by X1(X
0
1X1)�1 and solve for X1b1, we

have
X1b1 = �P 1X2b2 + P 1y (93)

Substitute this expression into (92):

X 0
2(�P 1X2b2 + P 1y) +X 0

2X2b2 = X 0
2y (94)

X 0
2X2b2 �X 0

2P 1X2b2 = X 0
2y �X 0

2P 1y (95)

X 0
2(In � P 1)X2b2 = X 0

2(In � P 1)y (96)

X 0
2(M1)X2b2 = X 0

2(M1)y (97)

X 0
2(M

0
1M1)X2b2 = X 0

2(M
0
1M1)y (98)

(since M1 is symmetric and idempotent)

X̃
0
2X̃2b2 = X̃

0
2ỹ (99)
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Therefore,
b2 = (X̃

0
2X̃2)

�1X̃
0
2ỹ (100)

X̃
0
2X̃2 = X 0

2M
0
1M1X2 is invertible by the full rank assumption.

Essentially, if X2 (and, by extension, M1X2, which is the component
of X2 orthogonal to X1) does not have full column rank, X cannot
have full column rank either.

This solution for b2 is an important result known as the
Frisch-Waugh Theorem.

It states that you can obtain the coe�cients of b2 in this way:
1 Regress y on the variables in X1, and obtain the residuals.
2 Regress each of the variables in X2 on all of the variables in X1, and

obtain the residuals.
3 Regress the residuals in (1) on the residuals in (2).
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The Algebra of Least Squares Partitioned regression

Conceptually, this process of regressing y and the variables in X2 on
X1, then taking the residuals is known as partialling out or netting
out the e↵ect of X1.

For this reason, the coe�cients in a multiple regression are sometimes
called partial regression coe�cients.

As a corollary, when X2 and X1 are orthogonal (so that
M1X2 = X2), no partialling out is necessary – you can just regress
y on X2 directly and the variables in X1 will not make any di↵erence
at all.
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普通最小二乘法的操作和解释

● 拟合优度

● 分解总体波动

总体波动 被解释部分 未被解释部分
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普通最小二乘法的操作和解释

●
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普通最小二乘法的操作和解释

● R2的另一种表达

● R2等于被解释变量的实际值𝑦𝑖与其拟合值 ො𝑦𝑖的样本相关系数的平方
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普通最小二乘法的操作和解释

● 例子：解释拘捕记录

● Interpretation:

• 如果定罪比例提高0.5，则预计拘捕会减少7.5次

• 监禁时间从0提高到12月，则预计拘捕次数少0.034×12=0.408次

• 延长一个季度的合法就业，会使预计的拘捕次数减少0.104次

1986年被拘
捕的次数

86年前被捕导
致定罪的比例
（单位不是%）

86年在监狱的月数 86年被雇佣的季度数



© 2016 Cengage Learning®. May not be scanned, copied or duplicated, or posted to a publicly accessible website, in whole or in part, except for use a s permitted in a license 

distributed with a certain product or service or otherwise on a password -protected website or school-approved learning management system for classroom use.

普通最小二乘法的操作和解释

● 例子：解释拘捕记录（续）

• 加入另一个解释变量：

● Interpretation:

• 判刑时长增加提高了被拘捕次数？

• R2的微弱增加说明了该变量有限的额外解释能力

● 对R2的注意

• 即使R2很小，这个回归仍然提供了一个对其他条件不变（ceteris 

paribus）效应的很好的估计（P65，3-2i前一段）

此前定罪被宣判的平均时长

R2微弱增长
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OLS估计量的期望值

● 多元回归模型的标准假设（高斯-马尔科夫假定）

● 假定 MLR.1 （线性于参数）

● 假定 MLR.2 （随机抽样）

在总体中，y和x的关系是线性的

数据从总体样本中随机抽样得到

每一个数据点都服从总体等式
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● 多元回归模型的标准假设（续）

● 假定 MLR.3 （不存在完全共线性）

● 对 MLR.3的评论

• 本假定只排除完全共线性；相关是允许的

• 如果一个解释变量是其他解释变量的线性组合，则删掉它

• 常数也不能作为解释变量（因为已经有截距项了）

“在样本（因而在总体中），没有一个自变量是常数，自变量之间
也不存在严格的线性关系”（注意：本书将截距项的1向量不看做自变量）

OLS估计量的期望值
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OLS估计量的期望值

● 完全共线性的例子：小样本

● 完全共线性的例子：解释变量间的关系

在小样本中，avginc可能恰好是expend的精确的倍数；此时很难区分它们对被解释变量的影响

shareA=expendA/totexpend 或shareB =expendB/totexpend应该删掉一个：
shareA + shareB = 1

expendA或expendB,totexpend应该删掉一个，因为: expendA + expend = totexpend



© 2016 Cengage Learning®. May not be scanned, copied or duplicated, or posted to a publicly accessible website, in whole or in part, except for use a s permitted in a license 

distributed with a certain product or service or otherwise on a password -protected website or school-approved learning management system for classroom use.

OLS估计量的期望值

● 多元回归模型的标准假设（续）

● 假定 MLR.4 （零条件均值）

• 在多元回归模型中，零条件均值假设更可能成立，因为误差项中的因

素更少了

● 例子：平均考试分数

解释变量必须不包含任何有关
误差项均值的信息

如果avginc没有作为解释变量，它将在误差项中；那
么expend与u就相关，OLS估计值有偏
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OLS估计量的期望值

● 零条件均值的讨论

• 解释变量与误差项的相关被叫做内生的（endogenous）；内生性违背

了MLR.4

• 解释变量与误差项不相关被叫做外生的（exogenous）；外生性服从

MLR.4

• 外生性是因果识别的关键假设，也是OLS估计值无偏的关键假设

● 定理 3.1（OLS的无偏性）
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OLS估计量的期望值

● 多元回归模型的矩阵表达式：

● OLS的矩阵表达式：

● OLS的无偏性：

● 无偏性是重复样本的平均性质；在给定的样本中，估计值可能仍然远离

真实值

33

𝑌 = 𝑿𝛽 + 𝑈

መ𝛽 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑌

መ𝛽 = 𝑿′𝑿 −1𝑿′ 𝑿𝛽 + 𝑈

መ𝛽 = 𝛽 + 𝑿′𝑿 −1𝑿′𝑈

𝐸 መ𝛽 𝑿 = 𝛽
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● 回归中包含无关变量

● 遗漏变量：简单情形

= 0 在总体中没问题，因为 .

然而，包含无关变量可能会增加抽样的方差（3.4小节）

真实样本(包含x1和x2)

估计模型(x2是遗漏的) 

OLS估计量的期望值
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OLS估计量的期望值

● 遗漏变量偏误

● 结论：所有估计系数都是偏误的（All estimated coefficients will 

be biased）

如果x1和x2是相关的，假设一个线性回归关系

如果y只对x1做回归，
这就是截距项

如果y只对x1做回归，
这就是斜率项

误差项
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● 当遗漏变量𝑥2时 的估计偏误情况汇总：

● 思考：

（1）如果x1和x2是相关的， 哪条基本假设不成立？

（2）如果x1和x2是不相关的呢？

36

（𝛿1 > 0） （𝛿1 < 0）
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OLS估计量的期望值

● 例子：工资等式中遗漏能力

● 什么时候没有遗漏变量偏误？

• 如果遗漏变量与解释变量是不相关的

都是正的

将被过度估计（overestimated）因为 。这看起来好像受到多年教育的人
会挣很高的工资，但这部分是由于平均来说受教育长的人能力也很强。
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OLS估计量的期望值

● 遗漏变量偏误：更一般的情形

• 很难得到偏误的方向，这是因为x间会两两相关

• 如果x间不相关，那分析就和之前一样简单

● 例子：工资等式中遗漏能力

真实模型(包含x1, x2,和x3)

估计模型(x3是遗漏的) 

如果exper与（educ，abil）都近似不相关，则遗漏变量的偏误方向就像之前两
变量的简单情形一致： 将被过度估计

但实际上， exper与educ通常多少会负相关
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OLS估计量的方差

● 多元回归模型的标准假设（续）

● 假定 MLR.5 （同方差性）

● 例子：工资等式

● 向量表示

解释变量必须不能包含有
关误差项波动性的信息

这个假设很难识别。一般肯定不会
成立

with

解释变量集中于向量中

𝑉𝑎𝑟 𝑢𝑖 𝑋𝑖 = 𝜎2 𝑋𝑖 = 1 𝑥𝑖1 𝑥𝑖2 … 𝑥𝑖𝑘 ′
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OLS估计量的方差

● 定理 3.2 （OLS斜率估计量的抽样方差）

在MLR.1 – MLR.5之下：

误差项的方差

解释变量xj的总样本波动 R2是xj对其他解释变量（包含常数项）进行回归得到
的。
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OLS估计量的方差

● OLS方差的成分：

● 1) 误差方差

• 误差方差增加会提高抽样方差，因为等式中的“噪音”变大了

• 大的误差方差会使得估计不准确

• 误差方差不会随着样本变大而降低

● 2) 解释变量的总样本波动

• 样本波动越大，估计越精确

• 总体样本波动随着样本量的增加而渐进提高

• 因此，增加样本量是提高估计精确性的方法
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● 3) 自变量间的线性关系

• 的抽样方差越高，解释变量 越能被其他解释变量所线性解释

• 几乎线性相关的解释变量问题称为多重共线性（即 ）

对其他自变量x进行回归（包含常数项）

该回归的R2越高，其他变量对xj的线性解释能力越强

OLS估计量的方差
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OLS估计量的方差

● 一个多重共线性的例子

标准化的平均考试分数 教师支出 教材支出 其他支出

不同的支出类别将有很强的相关性，因为如果一所学校拥有大量资源，它将在所有事情上花费
大量资金。

很难估计不同支出类别的差异效应，因为所有支出要么高、要么低。要准确估计差异效应，需
要了解支出类别变化差异的情况。

因此，估计的抽样方差将很大。
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● 讨论多重共线性问题

• 在上面的例子中，最好把所有的支出分类放在一起，因为影响是无法

分开的

• 在其他情况下，删除一些自变量可能会降低多重共线性（但这可能会

导致遗漏变量偏误）

• 只有涉及多重共线性的变量的抽样方差会被夸大；对其他影响的估计

可能非常精确

• 请注意严格意义上多重共线性并不违反MLR.3

• 多重共线性可以通过“方差膨胀因子”来检测

OLS估计量的方差

经验之谈，方差膨胀系数不应大于10
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● 误设模型中的方差

• 通过分析偏差（bias）和方差（variance）之间的权衡，可以选择是

否在回归中包含特定变量

• 在这种情况下，误设模型2中可能忽略的变量偏差可能会被较小的方

差过度补偿

真实总体模型

估计模型1

估计模型2

OLS估计量的方差

Bo Zhao

Bo Zhao
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● 误设模型中的方差（续）

● Case 1:

● Case 2:

已知x1和x2，模型2的方差总
是小于模型1的

结论：不要包含无关解释变量

权衡偏差和方差；注意：即使在大样本中，偏差也不会消失

OLS估计量的方差
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● 估计

● 定理 3.3 （ 的无偏估计）

误差方差的无偏估计可以通过从观测值的数量中减去估计回归系数的数量来获得。观测值的数
量减去估计参数的数量也被称为自由度。求和中的n个估计平方残差不是完全独立的，而是通
过定义最小化问题一阶条件的k+1方程关联的。

OLS估计量的方差

Bo Zhao

Bo Zhao
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● 估计OLS估计值的抽样方差

● 请注意，这些公式只有在假定MLR.1-MLR.5下才成立（尤其必须具有同

方差性homoskedasticity）

估计参数 的真实抽样方差

估计参数 的样本抽
样方差

用样本 来替换未知的

OLS估计量的方差

Bo Zhao

Bo Zhao
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● OLS的有效性：高斯-马尔科夫定理

• 在假定MLR.1-MLR.5下，OLS是无偏的

• 然而，在这些假定下，还有其他的估计值也是无偏的

• 哪一个是具有最小方差的无偏估计？

• 为了回答以上问题，人名经常限定于线性回归

线性回归估计值；OLS估计值也是这种形式

OLS的有效性

Bo Zhao
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● 定理 3.4 （高斯-马尔科夫定理）

• 在假定MLR.1-MLR.5下，OLS估计值是最优线性无偏估计量（best linear 

unbiased estimators，BLUEs），即

对于所有无偏估计值 （ ）

均成立。

● 只有MLR.1-MLR.5都成立时，OLS才是最优估计量；例如，如果存在异方差，则

有更好的估计值。

OLS的有效性
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OLS的有效性

● 例子：回归中包含无关变量

● መ𝛽1满足高斯-马尔科夫条件， ෨𝛽1不满足高斯-马尔科夫条件（ MLR.1 ）

● 比较 መ𝛽1与 ෨𝛽1的（条件方差）：

● 因此， መ𝛽1方差更小（符合高斯-马尔科夫定理）

51

真实总体模型（ MLR.1 ）

估计模型1

估计模型2

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝑢

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1

෤𝑦 = ෨𝛽0 + ෨𝛽1𝑥1 + ෨𝛽2𝑥2

𝑉𝑎𝑟 መ𝛽1 = Τ𝜎2 𝑆𝑆𝑇1

൧𝑉𝑎𝑟 ෨𝛽1 = ൗ𝜎2 ሾ𝑆𝑆𝑇1 1 − 𝑅1
2
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● 多元回归模型能使我们有效地在保持其他因素不变的情况下，考察一个特定的自
变量对因变量的影响

● 每个斜率参数都度量了在保持所有其他自变量不变的条件下，相应的自变量对因
变量的偏效应

● 普通最小二乘法被用于估计模型中的斜率和截距参数

● R2是因变量样本波动中能被自交量解释的部分，并用于度量回归的拟合优度

● 在前四个高斯-马尔科夫假定(假定 MLR.1到 MLR.4)下，OLS 估计量是无偏的

● 一方面，在模型中包含一个无关变量，对截距和其他斜率估计量的无偏性没有任
何影响。另一方面，遗漏一个相关变量则导致 OLS 产生偏误

● 在五个高斯-马尔科夫假定下，OLS 斜率估计量的方差为

● 高斯-马尔科夫定理说明OLS估计量是最优线性无偏估计量（有效性）

52

小节
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