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● 第三章中，我们假设了误差项同方差（MLR.5）：

● 基于MLR.5，我们计算OLS估计值的方差，建立了高斯-马尔科夫定理，

提出了假设检验方法（t检验，F检验）

● 然而，同方差性并不总是成立（例子：储蓄与收入），这种情况称之为

异方差性

● 本章将讨论出现异方差性时的一些修正措施
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● 在这一章中，我们将探讨异方差性

● 首先，我们介绍异方差对OLS估计值性质的影响

● 之后，我们讨论异方差出现时的修正措施以及异方差性的检验方法

● 最后，我们提出异方差情况下最优的估计方法：加权最小二乘（GLS）

章节框架
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异方差性对OLS的影响

● 第三章中，考虑多元线性回归模型：

● 通过最小化残差平方和，我们得到OLS估计值

● 异方差性(违反MLR.5)会影响OLS哪些性质？
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异方差性对OLS的影响

● OLS有限样本性质

• 期望的无偏性：MLR.1 – MLR.4

• 方差公式：MLR.1 – MLR.5

• 高斯-马尔科夫定理：MLR.1 – MLR.5

• 正态性：MLR.1 – MLR.6

● OLS大样本性质

• 一致性：MLR.1 – MLR.4

• 渐近正态性：MLR.1 – MLR.5

● 在异方差下，OLS仍然无偏且一致

● 但是，异方差性可能导致其他性质不成立

● OLS不再是最优线性无偏估计量（BLUE）；可能会有其他更有效的线性

估计量
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异方差性对OLS的影响

● 异方差性对OLS相关统计量的影响

● R方和调整R方的解释不受异方差性的影响：

● t统计量与F统计量在原假设下的分布依赖于OLS的方差形式与正态分布

● 因此，异方差性下t统计量与F统计量将失效
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OLS估计后的异方差-稳健推断

• 已经研发出对于未知形式的异方差性稳健的OLS标准误差及其统计量

• 它们至少在大样本下是有效的

• 异方差-稳健的OLS标准误差

• 使用异方差-稳健的标准误重新构造t检验统计量：其中𝛼𝑗 为假设值

• 异方差-稳健的t检验是渐近有效的

• 异方差-稳健的F统计量（瓦尔德统计量）

也叫作White/Huber/Eicker标准误。其
中包括原回归以及xj对其他解释变量回
归的残差平方和。

𝑠𝑒 መ𝛽𝑗 = 𝑉𝑎𝑟( መ𝛽𝑗)

𝑡𝛽𝑗 =
መ𝛽𝑗 − 𝛼𝑗

𝑠𝑒 መ𝛽𝑗
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OLS估计后的异方差-稳健推断

● 例子：小时工资方程

● （1）

● （2）

异方差稳健标准误与不稳健标准误看上去差不多

F统计量也差不多

如果异方差性强，差别就会很大。

𝐻0: 𝛽𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟 = 0

𝑡 = 7.88 𝑡𝑟𝑜𝑏𝑢𝑠𝑡 = 8.2 t统计量差不多
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对异方差性的检验

● 我们总是关心OLS是否能保持BLUE,通常的t检验F检验是否有效

● 因此，我们想检验是否真的存在异方差性

● 同方差假设：

● 同方差假设下u2 的条件均值不随x1, x2, …, xk 变化
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对异方差性的检验

● 用残差的平方来对其他解释变量进行回归：

● F检验：

● 布罗施-帕甘（Breusch-Pagan， BP）异方差检验：

另一种检验统计量（拉格朗日乘数统计量，LM）。该统计
量越高（高R2），越倾向于拒绝原假设
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对异方差性的检验

● BP检验步骤：

（1）计算OLS估计的残差平方ො𝑢2

（2）进行回归 并计算回归的R

方: 𝑅ෝ𝑢𝟐
2

（3）利用𝑅ෝ𝑢𝟐
2 计算F 统计量或LM统计量的取值，并计算相应的p值，如果p

值<显著性水平则拒绝同方差的原假设
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对异方差性的检验

● 例子：住房价格方程中的异方差性

在log形式下，同方差假设不能被拒绝

异方差
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对异方差性的检验

● F检验和BP检验只考察了残差平方与解释变量的线性关系

● White异方差检验

● White检验的缺点

• 估计参数过多（例如，若k=6，则有27个估计参数）

用残差平方对解释变量、其平方及其交
互项进行回归

较BP检验来说，White检验考察更一般
的异方差的偏差
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对异方差性的检验

● White检验的特例：

● 例子：对数住房价格方程中怀特检验的特殊形式

间接检验解释变量、其平方及其交互项对残差平方的影响，因为y的被预
测值及其平方包含了以上解释变量及其变形。
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加权最小二乘

● 在特殊的异方差结构下，我们调整估计方法以获得最有效的估计

● 除了一个常数倍数以外异方差是已知的（ Heteroskedasticity is 

known up to a multiplicative constant ）

● 变换模型，使得变换之后的模型满足同方差假设

除𝜎2外异方差的函数形式是
已知的
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加权最小二乘

● 变形后的模型是同方差的

● 例子：储蓄与收入

● 如果其他的高斯-马尔科夫假定都成立，则对变形后的模型使用OLS是最

优无偏线性估计

注意：这个回
归没有截距项
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加权最小二乘

● 变形后模型的OLS回归等价于加权最小二乘（weighted least squares,WLS）

● WLS是广义最小二乘(generalized least squares, GLS)的一种特殊形式

在优化问题中，对具
有更大方差的观测值
赋予更小的权重
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加权最小二乘

● 例子：金融财富方程

WLS估计量具有明显更小的标准误，
符合更有效的预期。

异方差的假设形式

金融财富净值

参与401K计划
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加权最小二乘

● 例子：数据为平均值

● 如果观测值是城市/县/州/国家/公司层面的均值，则应根据单位规模进

行加权

公司i的养老金计划平均
投入量

公司i的平均收
入和年龄

公司为投入匹
配的数量

异方差的
误差项

如果在个人层面的误差
是同方差时的误差方差

如果误差在个人层面是同方差的，则应该使用等同于企业规模mi权重的WLS。如果个人层面的同方差
不是一定的，那可以在WLS后计算稳健的标准误（即对于变化后模型）。

𝑉𝑎𝑟 ത𝑢𝑖 𝒙𝑖 = 𝑉𝑎𝑟
1
𝑚𝑖

σ𝑒=1
𝑚𝑖 𝑢𝑖,𝑒 𝒙𝑖 =

𝜎2

𝑚𝑖
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加权最小二乘

● 模型化异方差形式（可行GLS，feasible GLS, FGLS）

假设异方差的一般形式；
指数函数用来保证为正

可行GLS是一致的，而且比OLS更加渐近有效

倍数误差（假设：独立于解释变
量）

使用异方差函数估计值的倒数
作为WLS的权重
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加权最小二乘

● 例子：对香烟的需求

● OLS估计

每天抽烟数量 log的收入和香烟价格

拒绝同方差性

在餐馆禁止抽烟
（虚拟变量）
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加权最小二乘

● FGLS估计

● 讨论

• 收入弹性现在是统计显著的

现在统计上显著了

Bo Zhao
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加权最小二乘

● 如果异方差函数错了会怎样？

• 如果异方差函数被错误设定，在MLR.1 – MLR.4下，WLS仍然是一致

的，但是应该计算稳健标准误

• WLS在MLR.4下是一致的，但在MLR.4’下却不一定一致

• 如果OLS和WLS的估计值差别很大，这意味着可能一些假定（例如

MLR.4）错了

• 如果异方差函数被错误设定，那理论上不能保证WLS比OLS更有效

• （注意：经验上讲，如果具有很强的异方差性，使用一个错误的异方

差形式来提高有效性也是不错的选择）
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再议线性概率模型

● 在线性概率模型（LPM）中的WLS

● 讨论

• 如果LPM的预测值小于0或大于1，则WLS不可行

• 如果这种情况很少见，可以将其调整为0.01/0.99这种值

• 否则，最好使用考虑稳健标准误的OLS回归

在LPM中，异方差的准确形式是
知道的

在WLS中使用倒数来
作为权重
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• 异方差性虽然不会导致 OLS 估计量的偏误和不一致性，却致通常的标准误和

检验统计量都不再成立

• 我们说明了如何计算异方差一稳健的标准误和t 统计量

• 我们讨论了检验异方差性的两种常见方法:布罗施-帕甘检验和怀特检验

• 出现异方差性时，OLS 就不再是最优线性无偏的估计量。若知道异方差性的形

式，则可使用WLS/GLS

• 更常见的是，我们在应用 WLS之前必须先估计一个异方差模型，由此得到可

行的 GLS （FGLS）估计量

本章小节
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但还可能存在比 OLS 更有效的方法，比如 GLS。 
 

 

2．广义最小二乘法(GLS) 
 

假设 2 2Var( | ) ( ) nV V zε X V X I ，其中 ( )V X 为对称正定矩阵且已

知，可能依赖于X。 

 

GLS 的基本思想是，通过变量转换，使得转换后的模型满足球

型扰动项的假定。 
 
命题  对于对称正定矩阵 n nuV ，存在非退化矩阵 n nuC ，使得
1� c V C C。 
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在一维情况下，“V正定”即要求V为正数，故
1
V
也是正数，可

分解为
1 1

�
V V

；如果V为负数，则无法进行此分解。 

 

矩阵C不唯一，但不影响 GLS 的最终结果。 

 

将原回归模型  �y XE H两边同时左乘矩阵C： 
 

 �Cy CX CE H   
  

 定义变量转换： 
       , ,{ { {�� �y Cy X CX CH H   
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 可将模型写为  
��� �y = XE H  

  

 变换后的模型仍满足严格外生性： 

 

E( | ) E( | ) E( | ) E( | )    0�� X C CX C X C XH H H H  
  

 球型扰动项的假定也得到满足： 

 
2

2 1 1 2 1 2 1 1 2

Var( | ) E( | ) E( | ) E( | )

( ) ( ) ( ) n

V

V V V V� � � � �

c c c c c c    

c c c c c    

�� � �X X C C X C X C CVC
C V C C C C C CC C C I

H H H H H H H
  

 
故高斯-马尔可夫定理成立。 
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对变换后的模型使用 OLS 即得到 GLS 估计量： 

 
1

1
GLS

1 1 1

ˆ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

�
�

� � � �

c cª ºc c  
¬ ¼

c c c c c c  

� � � �

1

X X X y CX CX CX Cy

X C CX X C Cy X V X X V y

E
 

 

 虽然C不唯一，但 GLSÊ 唯一，因为 GLSÊ 不依赖于C。 

 

 由于高斯-马尔可夫定理成立，故 GLSÊ 是 BLUE，比 OLS 更有效。

但前提是必须知道协方差矩阵V。 
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